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3

CUVÂNT ÎNAINTE

Cartea de față se adresează în primul rând studenților Facultății 
de Matematică ce manifestă interes pentru Geometrie cu conexiuni în 
Teoria operatorilor diferențiali, Topologia algebrică și diferențială etc.

Cartea a fost concepută drept curs de două semestre pentru anii 
5-6 Masterat. Am urmărit ca ea să fie cât mai accesibilă și, ca urmare, 
cititorii avizați pot trece peste unele paragrafe.

Am dorit de asemenea să familiarizăm cititorul cu diverse tipuri de 
calcul. Fiind vorba de un curs, am considerat normal să nu expediem ca 
fiind "evidente” unele calcule ce nu pot fi găsite explicit în bibliografia 
consultată, cum ar fi, de exemplu, calculul spinorial.

Termenul de "tehnică Bochner” descrie o metodă inițiată de S. 
Bochner de aproape 50 de ani pentru a studia obiecte geometrice (câm
puri Killing, forme armonice, câmpuri spinoriale armonice) date pe 
varietăți Riemann compacte când se impun anumite condiții formei 
de curbură Ricci sau operatorului de curbură. In esență, este vorba 
de aplicarea principiului maximului al lui E. Hopf pentru operatori 
eliptici, pe varietăți compacte.

Tehnica Bochner și-a dovedit pertinența încă din anul 1953, când, 
cu ajutorul ei, Kodaira a demonstrat celebra sa teoremă de anulare. 
Mai recent, s-au făcut progrese pentru aplicarea acestei tehnici și în 
cazul necompact și pentru a studia aplicații armonice între varietăți 
Kăhler.

Utilizarea formalismului Clifford simplifică expunerea unor rezul
tate de tip Bochner. Cititorul se poate convinge singur urmărind 
demonstrația unor teoreme Bochner făcute cu ajutorul operatorului 
Laplace pe o varietate Riemann (cap. 1) respectiv cu ajutorul opera
torului Dirac pe fibrarea Clifford asociată varietății Riemann conside
rate (cap. 7). Formula Weitzenbbck pentru operatorul Laplace este 
înlocuită în cazul operatorului Dirac cu formula Bochner.

Există o justificare filozofică pentru utilizarea în geometria rieman- 
niană a formalismului Clifford. Amintim că fiecărui spațiu vectorial V 
i se asociază în mod natural algebra sa exterioară A*V, asociere ce apli
cată fibrării tangente a unei varietăți diferențiabile conduce la fibratul 
de Rham al formelor exterioare diferențiabile. In mod asemănător, 
unui spațiu vectorial V dotat cu o formă patratică Q i se asociază alge
bra Clifford C{Q) ce conduce direct la fibrări vectoriale metrice. Când 
se aplică această asociere fibrării tangente a unei varietăți Riemann, 
se obține fibrarea algebrică Clifford. Ca fibrare vectorială (dar nu și 
ca fibrare algebrică) ea este izomorfă cu fibrarea formelor exterioare. 
Totuși, multiplicarea Clifford este mult mai bogată decât multiplicarea 
exterioară a formelor, deorece ea reflectă simetria internă ca și iden
titățile de bază ale structurii Riemann.
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4 CONTENTS

Utilizând operatorul Atiyah-Singer se dau rezultate de tip Bochner 
și pe fibrări spinoriale (cap. 8).

Geometria spinorială este strâns legată de geometria riemanniană. 
Conceptul de bază pentru definirea unei varietăți spinoriale este unul 
de natură topologică. Ea este o varietate cu un grup structural sim
plu conex. Aceasta trebuie înțeles în sensul că pentru o varietate 
diferențiabilă reală de dimensiune n fibrarea tangentă are grupul struc
tural G/(n;R) și dacă varietatea este orientabilă acest grup structural 
se reduce la componenta conexă a unității, G /(n;R )+ . Varietatea ar 
fi spinorială dacă acest grup structural G /(n;R )+  ar putea fi ”lif- 
tat” la grupul de acoperire universală Gl(n;R) —> G l(n;R)+ . Ar fi 
foarte bine, dar există o ”rnică” problemă ce constă în aceea că grupul 
Gl(n;R) nu admite reprezentări finit dimensionale.

Se trece atunci de la grupul Gl(n;R) la subgrupul său compact 
maximal O(nfi varietatea fiind considerată riemanniană. Se cere de 
asemenea ca ea să fie și orientabilă, ceeace face ca grupul structural al 
fibrării tangente să se reducă la SO(n). Atunci, o structură spinorială 
va corespunde unei ” liftări” a grupului structural la grupul universal 
de acoperire Spinn —> SO(n), ce nu va exista decât în anumite condiții 
topologice impuse varietății Riemann orientabile considerate.

Am introdus în capitolul 6 noțiunea de fibrare Dirac, ce generali
zează pe cele de fibrare Clifford și de fibrare spinorială [18].

In capitolul final am prezentat unele elemente privind twistori și 
spinori Killing ce sunt obiecte ale unei fibrări spinoriale, și au variate 
aplicații, printre altele, pentru a studia unele proprietăți geometrice ale 
varietății Riemann de bază.

Capitolele 3 și 4 sunt de interes deosebit pentru cei ce vor să-si 
însușească rapid cunoștințe din domeniul algebrelor Clifford respectiv 
din cel al fibrărilor principale și al conexiunilor pe fibrări. Fără o bună 
înțelegere a materialului cuprins în aceste capitole nu j)oate fi vorba 
de a pătrunde adevăratul sens al operatorului Dirac pe o fibrare Dirac 
(cap.6).

De un real folos ne-au fost unele cărți apărute recent, cum ar fi [4], 
[8], și care, prin conținutul lor, ne-au confirmat că scopul propus de 
cursul de față este de actualitate.

Autorul mulțumește membrilor Seminarului Științific al Catedrei de 
Geometrie Complexă, Topologie și Algebră Computațională, condus de 
Prof. Dr. Stere lanuș, seminar care a urmărit unele aspecte legate de 
studiul operatorului Dirac. în special, mulțumiri Conf. Dr. Liviu 
Ornea și Lect. Dr. Victor Vuletescu cu care autorul a purtat multe 
discuții legate de subiectul cărții.

Adriana Turtoi
București, decembrie 2001

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreme Bochner pe spații 
Riemann

Considerații generale
Pentru început, prezentăm o metodă de calcul utilizată deseori și, în 
particular, în cazul tehnicii Bochner. In esență, pentru a verifica o 
identitate pe o varietate Riemann este suficient de a o verifica în fiecare 
punct p într-un sistem de coordonate sau într-un câmp de repere care 
să ofere cea mai mare simplificare. Vom căuta un sistem de coordonate 
sau un câmp de repere relativ la care simbolii ChristofFel T^ să fie nuli 
într-un punct p. Vom demonstra că, în anumite condiții, un astfel de 
sistem de coordonate sau câmp de repere există.

Fie M  cu metrica g = < , > o varietate Riemann n - dimensională 
și {z1, ..., x"} un sistem de coordonate in jurul punctului p E M. Fie 
Xi = d /dx1 și V conexiunea Levi-Civita a metricii riemanniene <, > .

Definiție. Un sistem de coordonate {xl ,...,z n } astfel încât:

< X z, X . > (p) = ^ ,  (V x .X ^ p )  =  0 (1.1)

se numește sistem de coordonate normale in punctul p.
Utilizând notația < X i,X 3 >= gZJ, condițiile (1.1) se scriu:

9ij(p) = hj, dgi} (p) = V (1-2)

In adevăr, deoarece V este conexiune metrică, fiind conexiunea
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6 Teoreme Bochner pe spații Riemann

Levi-Civita a metricii g, avem pentru orice câmpuri vectoriale X ,Y , Z 
ale varietății M  identitatea

< V X Y, Z > + < Y ,V X Z > = X  < Y ,Z  > .

In particular, rezultă

< V X tXj, x k > + < x ^  v X ix k >= X z < X j ,X k >
W , j , k  G {1, . . . ,n } ,i ,j ,k  G {l,...,n},

deci, notând ^ X iX j = P ^X k , (V) i , j  6 {1, ...,n}, avem

< n / s , x k > + < x ^  r*k x s >= x z < x ^  x k >, 
{\/)i,j,k  G {1, ...,n}

Ca urmare:

H jfe  + r i s ,  = ^ ,  * e { 1 , n}. (1.3)

Cum V este și simetrică, avem ^  X Y  — V y X  = [X, K], ceea ce implică 
pentru orice indici i , j  G { !,...,n} :

X x X .  -  X X j X z = pG, A^], (V)z, j  G { l , - ,n }

și, ca urmare (F® — FjJX j = 0, de unde

r p q i ,(V )M ,S G {l,...,n} . (1.4)

Din (1.3) și (1.4) se deduce formula:

n* = ? “ ( ^  + ^  -  ^ I-M ^M  e { i , . " }  (îs)

unde (gv )ij este inversa matricei (gZJ)ij-
Să demonstrăm acum echivalența condițiilor (1.1) și (12).
Arătam mai întâi că (1.1) implică (1.2). In adevăr

< -^i, ^  j  > (p) — ^ i j  ^ ^  9 i j ( p )  — ^ ij.

A doua relație (1.1) se scrie (r^ X j)^ )  =  0, deci F^(p) =  0, deoarece 
{X i(p ),..., X n (p)} este reper în spațiul tangent în punctul p la vari
etatea diferențiabilă M, notat ca deobicei TPM. Atunci, (1.3) implică 
oricare ar fi indicii i , j ,k  G {l,...,n} egalitatea ^ - ( p )  = 0, de unde a 
doua relație (1.2).

Reciproc, (1.2) implică (1.1), având in vedere (1.5).
Se știe că există pe orice varietate riemanniană un sistem de coor

donate normal într-un punct arbitrar fixat. [17]
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreme Bochner pe spații Riemann 7

Convenție. In cele ce urmează, prin câmp de repere pe o varietate 
Riemann, vom înțelege întotdeauna un câmp de repere ortonormat.

Definiție. Un câmp de repere {Vi,. ., Vn } definit într-o vecinătate 
a punctului p E M, se numește câmp normal de repere în punctul 
p E M  dacă și numai dacă oricare ar fi indicii i , j  E {l,...,n} are loc 
egalitatea:

(Vv,V,)(p) = 0 (1.6)

In cele ce urmează, demonstrăm existența câmpurilor normale de 
repere.

Propoziția 1. Fie {vi,...,vn } un reper ortonormat din spațiul 
tangent Tp M ,p E M. Există atunci {Vi, ...,Vn } un câmp normal de 
repere în punctul p E M, încât V(p) = Vi, oricare ar fi indicele i E

Demonstrație. Există un câmp de repere ortonormat {W i,..., Wn }, 
definit într-o vecinătate a punctului p E M  fixat, încât Wfip) = Vi,i E 
{1,..., n}. Dacă ar exista și un câmp normal de repere în punctul p E M, 
cum acesta este de asemenea ortonormat, conform definiției, rezultă că 
ar exista și funcțiile a}, i , j  E { l,--,n} , definite in jurul punctului 
p, încât matricea a = (a-) să fie matricea de trecere între reperele 
ortonormate {Iij,...,W'„} și {Vl ; ...,Vn }- Ca urmare, matricea a ar fi 
ortogonală și oricare ar fi i, j, E {1, ...,n} ar rezulta:

Vi = alW s ,a i
sai = alaj

s = 6 i j  (1.7)

unde s E {1,..., n} este indice de sumare. In plus, din Vfip) = Wfip) = 
Vi, utilizând (17), deducem adică de unde:

< (p )= d ;s ,(V )i,s€  { l,..,n } . (1.8)

Pentru a demonstra concluzia lernei, este suficient să arătăm că 
există matricea cu elemente funcții, a = (a^ij, încât să fie satisfăcute 
condițiile (1.7), (1.8).

Condiția (1.6) ne dă, ținând cont de (1.7), Va?ws (a J^ )(p )  = 0. 
Echivalent, utilizând proprietățile conexiunii liniare V, obținem:

a ^ f i p ^ ^ f i p )  + al{p){WfiarfiW Tfip) = 0.

Cum însă a^p) = âfi (V) i, j  E {1, ■■.,«}, deducem egalitatea

( V ^ X P) + (WfiarfiW r fip) = 0, (V)z,> e {1, ...,n}.

Notăm acum:

Vw.%  = r i } Ws , ^ i , j  E { l ,..,n }  (1.9)

Rezultă atunci, ecuația:
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 Teoreme Bochner pe spații Riemann

r^p) + H'i («-)w = o, w . j e  (i.io)
Reperul {Wi, ...,W n } fiind ortonormat, avem < Wi.Wj > = d i j ^ ) 
i , j  € { l ,- ,^ } -  Conexiunea V fiind metrică rezultă

< V W iW} ,W k > + < W ^ w W k  >= Wi6j k , W J , k e  {l,...,n}.

Echivalent, cu notația (1.9), avem

r v +  r it = 0, W i , j ,k  G {l,...,n}.

Deci, oricare ar fi indicele i € {l,...,n}, matricea constantă Bi = 
(F* (p))^ va fi strâmb simetrică.

Se știe că algebra Lie o(n) a grupului ortogonal O(n) este algebra 
matricelor antisimetrice de ordin n [27]. Din cele de mai sus, rezultă 
că oricare ar fi indicele i € {1, ...,n}, matricea Bi este din o(n).

Alegem acum un sistem de coordonate {x1, ..., x”} în jurul punc
tului p considerat astfel încât x \p )  = 0 si Wi(p) = ^ ( P), oricare ar 
fi i G {1,...,«}. Rezultă că matricea A = exp( — B sx s ) este ortogo
nală. Această matrice poate fi considerată ca matrice ( a ,^  ce verifică 

dAs
condițiile (1.7), (1.8). Avem de asemenea - ^ (p )  = —(Bi)* = -V ț^p) 
și atunci ecuația (1.10) este satisfăcută.□

Observații.
1) Dacă {Vi,..., Vn } este câmp normal de repere în punctul p G M, 

avem

[V i.V ^ p ^ O jV K J G  ^^ (1.11)

In adevăr, V fiind simetrică, avem [Vi, V)] = ^ v ^ j  -  Vv 14 In plus, 
cum ( ^ ^ ^ ^ (p )  = 0, rezultă (1.11).

2) Fie {w1, . . .^ " }  câmpul dual de corepere al câmpului normal de 
repere în punctul p E M, notat {Vi, ...,Vn }. Deci, oricare ar fi i G 
{1, ...,n), u/ este o forma Pfaff locală, definită pe aceeași vecinătate a 
punctului p ca și Vi,..., 14 și, în plus, oricare ar fi indicii i , j  G {1,..., n}, 
are loc relația ^ (V j)  = 5).

Este imediată egalitatea:

( V ^ J )(p) = 0 . (1.12)

In adevăr, avem formula:

V yi (uP ® 14) = V yxx> ® Vk + ^  ® Vv< 14 (1.13)

Atunci, ținând cont de (1.6) și de faptul că wJ ® V̂  = ^ (V /J = 6k
3 iar 

V \ . JJJ ® Vk = (Vv.wJj(I4 ), rezultă că [(V^u^țVJKp) =  0, de unde 
(112). ‘ ‘
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Teoreme Bochner pe spații Riemann 9

3) Notând, SJ v .Vj = V^Vk, (y)i, j  € { l,...,n}, rezultă, utilizând 
(1.13) Vv tLjj ®Vk = -F - t ,de unde se deduce imediat relația:

= - r ; ^ .  (1.14)

4) Formula (1.14) ne arată că egalitatea (Vv'lwJ )(K ) = (^(V^U*) 
este FALSĂ!

Fie acum M  varietate Riemann de dimensiune n, orientabilă, cu o 
orientare dată. Notăm, în cele ce urmează, cu A P(M) sau A p spațiul 
p—formelor pe M, iar cu J^M )  spațiul funcțiilor diferențiabile reale 
definite pe M. Pe spațiile de forme sunt definiți operatori importanți 
pentru cele ce urmează [10]. Aceștia sunt: operatorul de diferențiere 
exterioară d : A p —> A p + l , operatorul Hodge *: A p -> A n ~p și operatorul 
de codiferențiere 6 : A p -^ A p ~l , astfel încât are loc formula:

i  = ( - l p + ''+ l *rf* . (1.15)

Amintim că operatorul 5 este R-liniar dar nu ^(Af) — liniar, în timp 
ce operatorul Hodge * este F țM ) — liniar. Dacă {wl ,. . . ,u n } este un 
câmp de corepere de aceeași orientare cu orientarea fixată inițial pe M, 
atunci

* (wl A ... A u p ) = wp+1 A ... A con , (1-16)

oricare ar fi p G {1,..., n}. Este de remarcat că varietatea diferențiabilă 
M  a fost presupusă orientabilă și orientată tocmai pentru a putea defini 
operatorul Hodge *.

Un alt operator ce va fi utilizat este produsul interior. El se definește 
astfel: fie p o p—formă definită pe un deschis U al lui M  și X  câmp 
de vectori definit pe U. Produsul interior i(X ) : A p —> A p~ l este dat 
oricare ar fi p G A? de formula:

( ^ ) p ) ( r h ..., P^O  = g(X, Y^..., Yp _.) (1.17)

oricare ar fi câmpurile de vectori L , .., Yp_  ̂ definite pe U.
Urmărim să dăm expresia locală pentru operatorii d și 6. Demon

străm:
Propoziția 2. Se consideră {V\, ...,Vn } un câmp local de repere 

ortonormat și {wl ,...,u"} câmpul corespunzător de corepere. dual. Au 
loc formulele:

d = ^  A ^ V i15 =  - X i ^ v r  (L 1 8 )
2=1 j=l

Demonstrație. Pentru demonstrarea egalităților din formula (1.18), 
vom proceda urmărind două etape și anume: a) Arătăm că mem
brul drept al egalității nu depinde de alegerea câmpului de repere 
{Vî,...,Vn}; b) Alegem un punct arbitrar x  din deschisul pe care este
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10 Teoreme Bochner pe spații Riemann

definit câmpul de repere dat. Demonstrăm că egalitatea este valabilă 
daca se înlocuiește câmpul de repere {Vi,..., V„}, cu un câmp normal 
de repere în z sau cu câmpul de repere canonic corespunzător unui 
sistem de coordonate normal în x.

Din cele de mai sus și din Propoziția 1, rezultă egalitatea din enunț. 
Acest mod de abordare va fi deseori utilizat și pentru demonstrarea 
altor egalități.

Demonstrăm acum prima formulă (1.18). Notăm d0 =  £7=1 o/AV^ 
și demonstrăm că d = d0 .

Fie {Yi,..., Yn } respectiv {tp1, ..., ipn } un câmp ortonormat de repere 
și coreperul său dual definite pe același deschis ca și {Vi,..., Vn }. Avem 
formulele de schimbare de reper (coreper) :

Y ^ a ’Vj'P1 = b]uj  (1.19)

unde matricele de funcții a = (aj),b = (bj) sunt una inversa celeilalte 
și ortogonale. Atunci:

f y  A Vy. = i > X  A < V vJ  = ^ . a ^  A VvJ = f w r A V . , 
i= l 1=1 2=1 r= l

Fie x  un punct fixat din domeniul de definiție și {z1, ...,z"} sistem 
de coordonate normal în punctul x. Alegem V  =  d /d x \ i  =  l , . . . , n . 
Ca urmare avem w l  =  dx l ,i = l,...,n . Cum d și d0 sunt operatori 
R —liniari, este suficient să se probeze egalitatea lor aplicându-i unei 
p—forme V> = /w l A ... A wp , f  G ^ (M ). Cum {z1, ..., z"} este sistem 
de coordonate normal în punctul x, avem (Vv,wJ )(z) = 0, oricare ar fi 
i , j  G {1, ...,n}.

Avem succesiv următoarele egalități:

do^ =  E " = 1 ^ '  A Vv;(V’) =
=  E î= i A V ^ f } ^  A ... A a?' +  £ - = i w1 A / V y j w 1 A ... A

De unde, în punctul x deducem, având în vedere că V acționează ca 
o derivare pe produsul exterior:

71 
do 0 = y  ^ i ( f ) ^ 1 A w 1 A ... A u p 

2=1

Pe de altă parte, cum Vi = d /d x \w l = d x \ i =  1 ,..., n, rezultă că:

d^  =  527=i f a ^ 1 A w 1 A ...  A w p  +  f d ^  A ... A wp ). =
=  E ’L 1 W A W

1 A . . . A ^ p .
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreme Bochner pe spații Riemann 11

Deci, in punctul x, am demonstrat că d = do. Această egalitate poate 
fi demonstrată în fiecare punct x din deschisul considerat inițial, deci 
prima egalitate (1.18) este demonstrată.

Demonstrăm acum cea de a doua egaliate (1.18) .
Fie {Ț, ...,Yn } un câmp ortonormat de repere arbitrar. Avem for

mulele de schimbare de reper Yi = a^Vj cu matricea a = ( ^ i j  ortogo
nală. Deci:

r ^ ( Y , ^ r i = E; „ . 1<(O;V.)V.!K. = ^ . « X V J V ,., = 
E.,=1 f i ( v , ) v Vr = C =1 iK ) v s .

De aci rezultă invarianța expresiei 60 = — Dr=i^(K)Vvr la schim
barea câmpului de repere ortonormat {Vi,..., Vn }.

Alegem atunci un câmp de repere normal într-un punct x  fixat, 
orientat ca și varietatea Riemann orientabilă considerată M. Fie acesta 
{Vi,..., K } Și {w1, - ,^ " }  câmpul de corepere dual corespunzător. Este 
suficient de probat că 60 = 6o0 alegând 0  = /w 1 A ... A w ’’ , f  G ^{M ).

Ținând cont de (1.17), deducem că:

=  - E J U V M W  A . ^ A ^ )  = 
^ ^ l î - l W ^ A - A ^ A w ” ,

unde semnul uM arată că l-forma w-' este omisă din produsul exterior 
respectiv.

Pe de altă parte, din definiție, avem (1.16), sau, mai general, oricare 
ar fi indicele i < p,

*(cY A w? + 1  A ... A u>n ) =  ecu1 A ... A w l  A ... A wp , 

unde c G {1,-1}, valoarea sa fiind stabilită încât, notând iț) = CJ1 f\ 
wp+1 A ... A w", avem:

•0 A *-0 =  u 1 A ... A wn .

In acest caz, deducem f =  (-l)(p+1)(n “)’)+ î" 1.
Oricare ar fi indicii i , j , k e  { l,...,n}, avem:

< M 'j .  i i )  = } |v > '( i i ) )  -  v ^ v ^  -  u?(K , vt ])j 

ceea ce conduce, în punctul x, la du1 =  0, utilizând (1.11).
Deci, având în vedere relația (1.15),

60 =  ( - l ) n p + n + 1 * d ( V + 1  A ... A u /1)

care ne dă, în punctul x, egalitatea:
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12 Teoreme Bochner pe spații Riemann

50 =  (.^np+n+l * £  V ^ fW  A UP+1 A A (Z 
1=1

sau, mai departe, tot în punctul x, 

p _
50 = £ ( - l ) ' ( V J ) w

l A ... A w’ A ... A wp (1.21)
1=1

Comparând formulele (1.20), (1.21) deducem a doua egalitate (1.18), 
în punctul x. Ținând acum cont de Propoziția 1, deducem egalitatea 
respectivă.

Fie M  varietate Riemann, orientabilă și orientată. Operatorul

ă  = d6 + 6d (1.22)

se numește operatorul Laplace sau laplacianul lui M.
Exerciții.
1. In spațiul euclidian R 3 , cu orientarea dată de reperul canonic, se 

consideră formele Pfaff p = dx l — x l dx2 și 0 = x 2dx l — dx2 . Calculați 
A(^ A 0).

2. Fie .M varietate Riemann și {VȚ...,!„}, respectiv {wL, ..., w"} 
un câmp de repere normal în p E M și coreperul său dual. Calculați 
d ^ 1 /\a>3 )(p) unde i , j  sunt doi indici distincți fixați, i , j  E {l,...,n}.

3. Fie {Vi, . . , ^ }  respectiv {w',...,wn } un câmp de repere normal 
în punctul x și câmpul dual de corepere corespunzător. Arătați că, m 
punctul x, avem egalitatea:

^  =  7 ^ ^ )  (1-23)

Indicație. Din R  - liniaritatea operatorilor V și i(Vj) rezultă că este 
suficient să demonstrăm că (1.23) are loc, în punctul x, când aplicăm 
fiecare din operatorii /(V^V respectiv ^ v d ^ j )  unei p—forme fa)1 A 
... K ^ PJ  E F{M). ’

Formule Weitzenbock
In cele ce urmează vom considera o varietate Riemann, orientabilă, 
cu o orientare dată M. Vom desemna prin X țM )  algebra câmpurilor 
vectoriale pe M. Păstrăm notațiile anterioare și demonstrăm acum o 
formulă care dă expresia locală a operatorului Laplace A.

Teorema 3 (Prima formulă Weitzenbock) Fie {V^..., Vn } respectiv 
[w1, ...,wn } un câmp ortogonal de repere și coreperul său dual. Are loc 
formula:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreme Bochner pe spații Riemann 13

^ " E ^ -  E ^ A z ^ ) ^ ,  (1.24)
i=l ij=l

unde am notat, oricare ar fi X ,Y  G X (M ) :

^ x r  — ^ X ^ Y ~ V y x Y> RX Y  — ^ x ^ Y — ^ Y ^ X — ^[X ,Y], 

respectiv operatorul de diferențiere covariantă de ordin 2 și operatorul 
de curbură corespunzători conexiunii Levi-Civita V a varietății Rie
mann M.

Demonstrație. Arătăm mai întâi că membrul drept al egalității 
(1.24) nu depinde de câmpul de repere ortonormat {V î,...,^} . Fie 
{Ti,..., Yn } un alt câmp de repere ortonormat definit pe același deschis 
U ca și {Vi,...,Vn }. Notăm cu {921, ..., </?"} câmpul de corepere dual 
corespunzător. Avem atunci formulele de schimbare de reper (1.19), 
unde matricele de funcții a = (af'fib = (b )̂ sunt una inversa celeilalte 
și ortogonale. Ținând cont de proprietățile lui V, de faptul că matricea 
a este ortogonală și că R Y.Y, = aidjRvrV,,, ^ ) i , j  € {l,...,n}, deducem 
invarianța membrului drept al relației (1.24) la schimbarea câmpului 
de repere.

Alegem acum un câmp de repere normal în punctul fixat x, notat 
{Vi, ...,Vn }. Rezultă că, în punctul fixat x, avem V^v = V^Vv; iar 
R v ^  — V^Vvj — V^Vv,, ținând cont și de relația (1.11). Atunci, în 
punctul x, rezultă următoarea expresie a membrului drept din relația 
(1-24):

-  E  V v .V v , +  E  ^  A z ^ R - V ^  +  V b  V v J . 
i= i i j = i

In același timp, utilizând formulele (1.18) vom calcula expresia locală 
a operatorului Laplace △.

Avem mai întâi următoarea egalitate:

d â = - ^  ^ A V VȚ X V ^V VA).

i, j= l

In plus,

-  ^ = 1  A V v ,l -  £ k «  A

Aceste expresii locale ale compunerilor de operatori d6 respectiv 6d, 
evaluate în punctul x, ne dau:
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14 Teoreme Bochner pe spații Riemann

n n '

k  = dă + ăd= -  £  CJ2 A V y ^ V j ^ V ^  -  Z  ^ j ) ^  A  ^ V v j ,

deoarece avem și (1.12). Remarcăm că i(Vj) este antiderivare și, în 
același timp, i(Vj)u}1 = â’.

Ținând cont și de (1.23), rezultă în punctul x : 

ij=l i=l ij = l

Deci, rezultă că, în punctul x, egalitatea (1.24) este adevărată.
Deoarece expresia din membrul drept al egalității (1.24) este in

variantă la schimbarea câmpului de repere și, în același timp, conform 
Propoziției 1, putem alege în fiecare punct x  din deschisul considerat un 
câmp normal de repere, deducem că egalitatea (1.24) este adevărată.D

Corolar 4. Expresia locală a laplacianului A pe funcții și pe n —for
me (n = dim M) este următoarea:

4  = - E V ;,VI (i.25)
1=1

Demonstrație. Deoarece operatorul R y ^  este o derivare pe forme, 
deducem imediat fl^v^ l) = 0. In plus, deoarece operatorul R y ^  este 
îF(M) — liniar, rezultă și R y ^ i f )  =  0, oricare ar fi f  G TțM }. Astfel, 
utilizând (124), rezultă că (125) este adevarată pentru funcții.

Dacă p este o n — formă, atunci oricare ar fi indicii distincți i , j  € 
{ l,...,n} rezultă că Ryty ip este de asemenea o n — formă deoarece 
derivarea covariantă păstrează gradul unei forme. Ca urmare, există 
f l} € ^(AZ) cu proprietatea că R y^tp  = fijU ] A ... Au'1. Avem atunci :

E ”J= 1  w2 A i ț V ^ R y ^  = ^ j  w2 A i(Vj)RViy.<£ =
Y ^ j  fijW1 A ifVJw1 A ... A w" = ^ i^ j  f i ^  A w1 A ... A uP A ... A wn ,

unde semnul wi indică lipsa formei wJ din produsul exterior respectiv. 
Atunci:

n

£  W2 A i t y ^ R y y ^  = o,

deoarece indicii i , j  fiind distincți, rezultă că i G { l,...,n}\{)}  și wl A 
a:1 =  0. Deci formula 1.25 este valabilă și pe n — forme. □

Amintim că spațiul p—formelor definite pe varietatea Riemann M 
este un fibrat vectorial euclidian, cu produsul scalar <, > ce se defineș-
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Teoreme Bochner pe spații Riemann 15

te local, utilizând câmpul local ortonormat de repere {Vi,...,Vn }, re
spectiv câmpul de corepere dual {w1, ...,wn }, în modul următor. Dacă 
V, ^ E A p ț M \ y  = £,,<...<,„ = E^1<...<^p■0i1...̂ pw,1

A... Au/", unde € ^ ( ^ ) ,  atunci:

< P , ^ > =  £2 V n - i p & i - t p  ( L 2 6 )
ij <...<ip

Exerciții.
1) Cu notațiile anterioare, arătați că expresia (1-26) nu depinde 

de câmpul local de repere (corepere) considerat. Indicație. Deoarece 
se aleg câmpuri de repere (corepere) ortogonale, rezultă că matricea 
de schimbare de reper este ortogonală. Se mai ține cont de faptul că 
produsul exterior al unei forme cu ea însăși este nul.

2) Cu notațiile de mai sus, formula (1.26) este echivalentă cu for
mula:

< ^ ,V >  = 52 ^ i..V ^i..jpdet(<  w\w^^ (1.27)

unde, prin definiție, avem

< >= & \iy ) i , j  e { l,..,n } . (1.28)
Dacă p> 6 A P(M}, vom nota cu | p> |2=< <p, ip > pătratul normei 

sale. Are loc:
Propoziția 5. Utilizând notațiile anterioare, este adevărată egali

tatea:

11 n
-  A M 2= 2 £  | v v pp I2 +2 < ^, £  V2 , ^  > (1.29)

2=1 2=1

Demonstrație. Se verifică, prin calcul direct, că membrul drept al 
relației (1.29) nu depinde de câmpul de repere considerat. Lăsăm acest 
calcul ca exercițiu. Fie atunci, {V1 ; ..., Vn } un câmp normal de repere 
în punctul x fixat. Atunci, în punctul x, avem:

2 E U  I Vv.v |2 +2 < <A E U  V 2
W V  > =

2 E U  I Vv,V I2 +2 < VR VK«> >
Pe de altă parte, calculăm expresia pentru —A | p) |2 , ținând cont de 
formula (1.25). Obținem, local, formula:

2 = 1

Deoarece câmpul de repere este normal în x, în punctul x avem egali
tatea:
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16 Teoreme Bochner pe spații Riemann

- A M 2= £ V V,VK  M 2 (1.31)
1=1

Fie <̂ = E ^ . x i ^ i , . . . ^ "  A... Aw^, deci | p  |2= r i x . . . ^ ^ ! . ^ ) 2 - 
Ca urmare,

V y . M 2 = 2  £
ii<...<ip

iar, în punctul x, avem din (1.12),

V v ^  = 52 ^ ( ^ i - i P)wI1 A A w'”.
21 <...<lp

Ca urmare, în punctul x, este adevărată egalitatea: V^ | p  |2= 2 < 
p ^ v ^  > • Deci (1.31) se scrie — A | p  |2= 2 £ ”=1 V^ < p ^ ^ p  >, 
de unde:

-A  | ^ | 2= 2 ^ 2 <  V r ^ ,  \ f Vip  > + 2^2  < <£, V Vi Vv.^ >, 
2=1 Î=1

deci, în punctul x, avem egalitatea (1.29). In concluzie, egalitatea 
(1.29) este valabilă în orice punct x din deschisul considerat (vezi și 
explicațiile din finalul demonstrației teoremei 3).D

Definiție. Fie p  6 A P (M). Vom spune că p  este formă armonică 
daca p  este soluție a ecuației Laplace:

&p = 0

Teorema 6. (A doua formulă Weitzenbdck) Cu notațiile ante
rioare, dacă p este o formă armonică, atunci:

n n
-  A M 2 =  2 52 | Vv.^ I'2 - 2  < ^, X  A i ^ R v ^ p  > (1.32) 

2=1 i,j=l

Demonstație. Utilizând prima formulă Wetzenbdck (1.24), dedu
cem din faptul că p  este formă armonică:

i=l ij = l

și atunci formula (1.29) se scrie sub forma (1.32).D
Pentru obținerea unor rezultate de tip Bochner, este util de introdus 

forma patratică în p, notată F{p) și definită prin formula:
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Teoreme Bochner pe spații Riemann 17

F(p) =<</?, 52 A i{Vj)RViV}p > . (1.33)

Importanța formei patratice F va rezulta ulterior. Dacă, în anumite 
condiții, F(p) < 0 și p  este o formă armonică, atunci a doua formulă 
Weitzenbock (1.32) implică —△ | p  |2 > 0, concluzie cu consecințe 
foarte interesante ce vor fi examinate mai jos.

Informații interesante despre F(p) se obțn considerând tensorul 
Ricci, notat Ric, a cărui exprimare locală este:

n
Ric(X, Y) = -  £  < RX V iY, Y >, (V)X, Y  e X(M ), (1.34)

!=1

unde {Vi,...,Vn } este un câmp ortonormat de repere pe un deschis al 
varietății riemanniene M.

Amintim că, în cazul în care X  este un câmp unitar de vectori, 
atunci Ric(X, X) desemnează curbura Ricci în direcția câmpului vec
torial X.

Este util să mai amintim că oricărei forme Pfaff p îi corespunde un 
câmp vectorial dual, notat de obicei p#. Acest câmp se obține astfel: 
dacă forma Pfaff p  se exprimă local sub forma

^ = £ ^ w ’ U-3 5 )
1

atunci

P * ^ ^  (1.36)

unde {Pi,...,Vn } respectiv {ad,...,wn } reprezintă un câmp de repere 
respectiv câmpul său dual de corepere. Are loc:

Propoziția 7. Dacă p# este câmpul vectorial dual al formei Pfaff 
p, atunci

F(p) = -R ic (p * ,p # ). (1.37)

Demonstrație. Fie {Vi,...,K}, respectiv {w1, . . . ,^ '1} un câmp de 
repere, respectiv câmpul său dual de corepere și p  forma Pfaff (1.35). 
Notând

R v iV jY k  — R -kijV s (1.38)

se deduce, prin calcul direct din proprietățile conexiunii V și din (1.14) 
că:
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18 Teoreme Bochner pe spații Riemann

R v . v ^ k  =  (1.39)
Calculăm acum, având în vedere exprimarea locală (1.35) a formei 97 :

HVjjRviV^ = ( p k i ^ R v iV ^  = 
= - (PkRk

s i j i(Vj)u)s = - 6 Sj^ kR k
s i j = -RjijPk '

Rezultă:

W  = -  < £  .
s=l i,j,k = l

Deoarece R j ^ k  este funcție, deducem:

F < ^  =  -  E " j , t , s = i R ^ W P * < > =  -  5 2 ^ = 1  R ^ w P k  =
=  -  E î ’j . ^ l  ^ i ^ k  <  R v tV jV j ,  Vk > =  E ^ ^ j  V W k  <  R v .V jV k , V j > — 

=  £ 7 = 1  <  R ^ v ^ V j  > =  - R i c ^ * , ^ .

Rezultate de tip Bochner
Rezultatele din acest paragraf depind de aplicarea principiului maximu
lui al lui Hopf [32]. Fie P  un operator' eliptic, fără termeni constanți, 
definit pe o mulțime deschisă U C R" prin:

unde a^jO1 sunt funcții de clasă CX (V) i ,j  G {l,...,n} și matricea 
(av (z))ij este pozitiv definită oricare ar fi punctul x 6 U.

Condiția ca P să nu conțină termeni constanți este evident inde
pendentă de alegerea sistemului de coordonate. Această condiție este 
echivalentă cu proprietatea P f  = 0, oricare ar fi funcția constantă f .

Principiul maximului al lui Hopf afirmă că, fiind dat operatorul 
eliptic P, definit pe deschisul U din R n , condiția P f  > 0 implică pro
prietatea funcției f  de clasă C x  de a fi constantă sau de a nu avea 
puncte de maxim în interiorul deschisului U.

Principiul maximului al lui Hopf se poate aplica, în particular, 
opusului ca semn al operatorului Laplace, -A , când acționează pe 
funcții cu valori reale, definite pe o varietate Riemann orientabilă. Evi
dent —A este un operator eliptic, cum se vede din exprimarea sa locală, 
pe funcții, dată în corolarul 4.

O funcție f  cu proprietatea - ^ f  > 0 se numește subarmonică. 
Principiul maximului al lui Hopf ne permite să tragem următoarea 
concluzie ce va fi utilizată deseori:
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Concluzie O funcție subarmonică neconstantă, definită pe un de
schis al unei varietăți Riemann, nu are puncte interioare de maxim. 
Dacă varietatea este compactă, orice funcție subarmonică definită pe 
varietate este constantă (varianta ca ea să nu aibă puncte interioare de 
maxim fiind exclusă deoarece varietatea este compactă).

Vom utiliza pe viitor următoarea terminologie. Vom spune că o 
funcție cu valori reale, definită pe o varietate (respectiv un câmp ten- 
sorial dublu covariant, simetric) este quasi-pozitivă (este quasi-pozitiv) 
dacă și numai dacă valoarea sa în orice punct din domeniul de definiție 
este > 0 (respectiv valoarea sa în orice punct din domeniul de definiție 
este o formă biliniară, simetrică, semi-definită), dar există un punct în 
care valoarea sa este > 0 (respectiv există un punct în care valoarea sa 
este o formă biliniară, simetrică, pozitiv definită). Vom extinde această 
definiție și în alte cazuri. Vom spune, de exemplu, că o varietate Rie
mann are curbura secțională quasi-pozitivă dacă și numai dacă curbura 
secțională este > 0 în orice punct, dar există un punct în care ea este 
strict pozitivă.

Are loc:
Teorema 8. Fie M o varietate Riemann, orientabilă, compactă, 

cu curbura Ricci nenegativă. Atunci orice formă Pfaff armonică pe 
M este paralelă. Daca curbura Ricci este quasi-pozitivă, atunci orice 
formă Pfaff armonică pe M este nulă.

Demonstrație. Fie p  o formă Pfaff armonică ce se exprimă local 
prin formula (1.35), utilizând notațiile anterioare. Din formulele (1.32), 
(1.37) deducem:

- A | ^  |2= 2 £ |  V v ,p |2 +2Rzcțp# ,p*). (1.40) 
i= 1

Din ipoteză, rezultă R ic țp^ , ^*) > 0, de unde —△ | p  |2 > 0, deci 
| p |2 este o funcție subarmonică. Utilizând faptul că M  este varietate 
compactă, principiul maximului al lui Hopf arată că funcția | p |2 este 
constantă, deci A | ^  |2 = 0. Dar fiecare sumant din membrul drept 
al relației (1.40) este nenegativ. Atunci: | ^ v t P |2= 0, oricare ar fi 
i G {l,...,n} și R ic(p#,p#) =  0. Urmează V ^ p  = 0, oricare ar fi 
i 6 {1, ...,n}, deci p  este formă paralelă.

Presupunând că există un punct x în care forma patratică Ric este 
pozitiv definită, deducem că Ric(p#(x), p # (x)) = 0 implică p^(x) = 0, 
sau, echivalent p(x) = 0. Cum p  este formă Pfaff paralelă, rezultă 
P = O.n

Rezultă imediat prin calcul, că orice formă paralelă este armonică. 
Concluzia teoremei 8 ne arată că pe o varietate Riemann, orientabilă, 
compactă M, cu curbura Ricci nenegativă, spațiul formelor armonice 
coincide cu spațiul formelor paralele. Spațiul formelor armonice se 
identifică, conform teoremei Hodge, cu primul grup de coomologie de
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20 Teoreme Bochner pe spații Riemann

Rhani, H^A/, R), a cărui dimensiune este primul număr Betti bi(M). 
Deci, pe o varietate orientabilă, compactă, cu curbura Ricci nenega
tivă, primul număr Betti bi(M) coincide cu dimensiunea distribuției 
maximale de câmpuri paralele pe M. De aci, în ipotezele teoremei 8, 
bi(M) < dim M, egalitatea fiind atinsă pe toruri plate.

Există preocupări pentru generalizarea teoremei 8. Gromov a pus 
problema de a studia stabilitatea condiției ” Ric(M) > 0 = >  bi(M) < 
dim M  ” la perturbații ale metricei. Mai precis, dacă M  este vari
etate compactă, există o constantă e > 0, suficient de mică, cu propri
etatea Ric(M) > —e să implice bi(M) < dim A/ ? Oricum, ne putem 
asigura că fiind dată varietatea Riemann M, cu metrica sa G, există 
o perturbație a metricei G, anume g = AG, A > 0, cu proprietatea că 
Ric(g) > —e, unde e este o constantă pozitivă dată. [12]

Teorema 8 va fi demonstrată și în capitolul 7, utilizându-se identi
tatea lui Bochner pentru operatorul Dirac.

Pentru a da un nou rezultat ce ilustrează tehnica Bochner pe o 
varietate Riemann orientabilă M, să amintim că un câmp de vectori X 
se numește câmp Killing dacă și numai dacă Lxg  = 0, unde g =<, > 
este metrica iar L este derivata Lie.

Amintim că derivata Lie L are următoarele proprietăți:
■A) Lx f  — X  f, oricare ar fiX G  X (M ) și /  G F(My,
b) LX Y  = [X, Y], oricare ar fi X ,L  G X (M \,
c) Lx se comportă ca o derivare pe produse tensoriale;
d) Lx comută cu contracția.
Vom deduce unele identități utlile pentru teorema ce urmează. Ori

care ar fi A', Y, Z E X (M ) avem:

Lx(g ® Y  ® Z) = Lx g ® Y ®  Z  + g®  [A', Y] ® Z + g ® Y  ® [A', Z].

Daca presupunem că A' este câmp Killing, deducem:

Xg(Y, Z) = 9 ([.V, Y\, Z) + g(Y, [A', Z]). (1.41)

In continuare, deoarece conexiunea Levi-Civita V are torsiunea nulă, 
oricare ar fi K, Z G X (M ), avem:

[Y,Z] ^ V y Z  - V Z Y  (1.42)

și (1.41) se scrie:

Xg(Y, Z) = g(V x Y, Z) -  g(V Y X, Z} + g(Y, V X Z) -  g(Y, X Z X).

Cum însă conexiunea V este metrică, deci:

A^(K, Z) = g(V x Y, Z) + g(Y, X x Z)
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deducem, oricare ar fi câmpul Killing X  și oricare ar fi Y, Z  G X(M ), 
egalitatea:

g(V Y X ,Z )+ g (Y ,V z X ) = O (1.43)

Teorema 9. Pe o varietate Riemann, orientabilă, compactă, cu cur
bura Ricci nepozitivă, orice câmp Killing este paralel. Dacă, în plus, 
curbura Ricci este quasi-negativă, atunci orice câmp Killing este nul.

Demonstrație. Fie X  un câmp Killing. Păstrând notațiile ante
rioare, să considerăm {Vi,..., Vn } un câmp ortonormal de repere pe un 
deschis U Q M. Vom arăta că pe U are loc egalitatea:

< E  V v,v^, >= ~Ric(X, X ). (1.44)
i=l

Lăsăm ca exercițiu demonstrarea faptului ca ambii membri ai egalității 
(1.44) sunt invarianți la schimbarea câmpului de repere {Vi,...,V„}. 
Utilizând această proprietate, putem să alegem un câmp de repere 
{Vi,...,14} care să fie normal într-un punct x arbitrar fixat din de
schisul U.

Atunci, în punctul x, avem egalitatea:

< v 2
VtV. x , x  >=< X VtX VtX ,X  >

care ne dă, tot în punctul x, utilizând (1.42):

< v 2
VtVix ,x > = <  x vy x v1, x >  + < .

Conexiunea fiind metrică rezultă, în continuare, tot în punctul x :

< V 2
v v X ,X > = <  V v-V xU ,^ > +V  < [Vb X ],X  > - 

-  <[Vl ,X ] ,X VtX  > .

Se folosesc succesiv proprietățile (1.41), (1.43) și faptul că V este o co
nexiune metrică. Rezultă, în punctul x, egalitățile succesive:

< V '^ X ,X  > = <  V YiX x Vt ,X >  -  < [Vt ,X ] ,X ViX  > -
- v x  < v t ,x > = <  x vy x v z , x  >  +  < v [ r „ x ] x ,  v; >  -
~ V X  < V ,X > = <  Vv.VxV^X > +[V6 X] < X ,V ,>  -

-  <  X , V ^ K  >  -V iX  < v t , x > .

In continuare, din (1-42), în punctul x, este adevărată egalitatea:

< ^ 2
V V .X ,X  > = <  Vv.VxVt ,X  > - 

- x V i < x ,V i >  -  < x y [VtiX]v l > .
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Deci, deoarece din (1.43J avem <Vv,X, Vi > =  0 și conexiunea este me
trică, în punctul x, rezultă:

< x  x
5 X J <  X vy x Vt ,X  > - X <  X ^ ^  > -  < X ,X [ViiX]Vz >)

= 5X1 (< ^ v S x V t ,X  > -  < X y x V V iVi > -  < X, V ^ x jK  >= 
= 5X1 < R Vix V ,X  > =  5X1 < R X V iX,Vi >= -R ic (X ,X ) .

Deci, egalitatea (1.44) este adevărată în punctul x, arbitrar fixat, de 
unde deducem valabilitatea sa în orice punct al deschisului U.

Din Propoziția 5, formulele (1.29) și (1.44), deducem imediat:

-  △ | X  |2= 2 £  | X ViX  |2 -2Rzc(X , X ), (1.45)
i=l

unde, prin abuz de notație, am desemnat tot prin X  forma Pfaff având 
exprimarea locală I X i  X 1̂ , dacă X  = 5X1 X^V.

Din ipoteză, Ric{X, X) < 0 și atunci din (1.45) rezultă —A | X  |2 > 
0, adică funcția |X |2este subarmonică. Principiul maximului al lui 
Hopf și compacitatea varietății Riemann M  conduc ia |A' |2= const. 
Ca urmare, △ | X  |2= 0 și (145) ne dă, având în vedere pozitivitatea 
tuturor termenilor din membrul drept:

| V v.X  |2 =  0, Rzc(X, X ) =  0,(V)z G { l,.. . ,n } .

Prima egalitate este echivalentă cu proprietatea câmpului Killing X 
de a fi paralel. Dacă forma patratică Ric este quasi-negativ definită, 
atunci există un punct x G U încât Ric(X, X )(x) = 0 implică X{x) = 
0. Cum însă am arătat că A' este câmp paralel, deducem A' = 0.D

Teorema 9 se poate generaliza considerând în locul câmpurilor de 
vectori Killing câmpuri de vectori proiective sau conforme [7], [33].

Informații asupra spațiului formelor de ordin superior, și implicit 
asupra numerelor Betti corespunzătoare, oferă teorema Gallot-Meyer, 
ce o vom demonstra în încheierea acestui capitol. Pentru a putea urmări 
enunțul și demonstrația ei este util de făcut unele precizări.

Fie <, > produsul scalar al spațiul vectorial euclidian R n . Vom nota 
cu A2R “ algebra Lie a aplicațiilor liniare antisimetrice definite pe Rn . 
Această algebră este izomorfă cu so(zt)-algebra Lie a grupului special 
ortogonal.

Fie {Vi,...,Vn } un reper ortonormat al lui R n . Atunci (L  A V j} ^ 
este o bază a algebrei Lie A2R ”. Considerăm pe A2R ” produsul scalar 
<, > definit pe baza {Vi A V j} ^  prin formula:

< i; A vv  vk A vt >= <Vi,V k > < v , v >
< Vj,V k > < V j,V > (1-46)
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oricare ar fi indicii i , j ,k , l  G {1,..., n}, z < j ,k  < l. Din faptul că 
< V,Vj >= 5 ij,(y)i,j G {l,...,n},z < j  rezultă:

< V̂ A Vj, Vk A Vi >= 6i k 6ji — 6jk 6u, (1-47)
deci { V i^ V j} ^  este o bază ortonormată a spațiului vectorial euclidian 
A2R n.

Vorn desemna cu J  : A2R n —> so(n) izomorfismul canonic al celor 
două algebre Lie, izomorfism ce face să corespundă elementului X  A 
Y  G A2R n , aplicația liniară antisimetrică a lui R n , notată J (X  A Y) și 
definită prin formula:

J ( X A Y ) ( Z ) = < X ,Z > Y - < Y ,Z > X ,  (1.48)
oricare ar fi vectorul Z € R n.

Fie acum M  o varietate Riemann, de dimensiune n, cu metrica 
g =<, > . Considerând {V i,...,^}  un câmp ortonormat de repere pe 
un deschis U din M, rezultă că {Vi A V j} ^  este local un câmp de 
repere al varietății Riemann A2 A/ . Se definește operatorul de curbură 
R  : A2 M —> A2 M  care face să corespundă elementului V  A Vj G A2 M 
elementul Rv^vj G A2 M, prin formula:

< ^ J 4 A V; > = < R v ,V}Vk ,V t >, (1.49)
oricare ar fi indicii i , j ,k , l  G {l,...,n},z < j ,k  < l. Se extinde prin 
liniaritate definiția (1.49), obtinându-se astfel proprietatea operatoru
lui de curbură R  de a furniza un endomorfism R  (x) al spațiului vec
torial tangent TX M, oricare ar fi x G U.

Utilizând notația (1.38), formula (149) poate fi scrisă sub forma:

'Rv.MJ = R k iJVk AV l (1.50)

Din proprietățile bine cunoscute ale tensorului de curbură al varietății 
Riemann considerate M, rezultă că endornorfismul R{x) este simetric. 
In adevăr:

< R ^A ii, V A Vj >—< Rvk vt Vi, Vj > . (1-51)
Comparând formulele (1.49) și (151) rezultă:

< Rv^Vp k A Y > = < R v ^v ^  Vi A Vj > . (1-52)
Este util de introdus de asemenea aplicația biliniară simetrică Q : 

A2 M  8  A2 M —> F(M ) dată prin formula:

Q (X A Y ,Z  A T) = < R X *Y ,Z  A T  >, (1.53)

oricare ar fi câmpurile vectoriale X ,Y ,Z ,T  G X{M ). Având în vedere 
formula (1.49), rezultă:
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Q țX  N Y ,Z  N T } = < R x y Z ,T  > . (1.54)

Mai departe, având în vedere formula (1.50), rezultă:

(1-55)

Aplicația Q, ca și aplicația R , poartă numele de operator de curbură. 
Dacă forma biliniară simetrică Q este pozitiv definită vom spune ca M 
are operatorul de curbură pozitiv definit. Quasi-pozitivitatea, nega- 
tivitatea etc. pentru operatorul de curbură se definesc analog.

Dacă varietatea diferențiabilă M  are curbura secțională pozitivă, 
rezultă Q(X  A Y, X A Y) > 0, oricare ar fi câmpurile vectoriale X, Y G 
X(M ). Totuși, proprietatea lui Af de a avea curbura secțională pozitivă 
nu implică pozitivitatea lui Q, deoarece nu toate elementele din A2 A/ 
sunt decompozabile ca X A Y, X, Y G X (M ). Elementele de aceasta 
formă generează peste 1F(M) pe f\2 M.

Exerciții.
1) Arătați că spațiul proiectiv complex Pn (C) cu metrica Fubini- 

Studi are curbura secțională pozitivă, dar operatorul său de curbură Q 
este pozitiv semi-definit, dar nu pozitiv-definit.

Fie T  : A2R n —> A2 R n o aplicație liniară. Atunci se definește 
transformarea Ricci a lui T, notată R(T), definită ca aplicație R n —> R ” 
și dată prin:

n

< R{T)v,w > = - £ <  T ^ V i^ v ^ V i^ w  >, (1.56)
i=i

unde {Vi,..., Vn } este o bază ortonormată a lui R".
Teorema 10 (Gallot-Meyer) a) Fie M varietate Riemann ori- 

entabilă. Dacă operatorul de curbură Q este pozitiv semi-definit (este 
quasi-pozitiv definit), atunci forma patratică F, definită prin formula 
(1.33) este negativ semi-definită (este quasi-negativ definită).

b) Fie M varietate Riemann, compactă, orientabilă de dimensiune 
n. Dacă operatorul de curbură Q este pozitiv semi-definit, atunci orice 
p—formă armonică este paralelă. Dacă operatorul de curbură Q este 
quasi-pozitiv, atunci nu există p —forme armonice nenule pe M, oricare 
ar fi 0 < p < n [9], [22],

Demonstrație. Izomorfismul canonic J  : A2R ” —> so(n) dat prin 
formula (1.48), se extinde în mod natural la izomorfismul p : A2 R n —> 
so(ApR") prin:

p

pțAfivi A ... A up ) = ^2 wi A  ■■■ A  J(A)vj A ... A vp ,
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oricare ar fi A G A2R n , v\ A ... Avp G Ap R n . Lăsăm ca exercițiu demon
strarea faptului că p(.4) este o aplicație liniară anti-simetrică a spațiului 
vectorial APR", dotat cu produsul scalar euclidian <, >, definit astfel:

< Vi A ... A vp ,Wi A ... A wp > =  det(< Vi, Wj >)ij.

Remarcând că algebra Lie so(ApR n ) este izomorfă cu ApR n  A APR", 
considerăm p : A2R n —> ApR n A Ap R n . Fie p* : ApR n  A Ap R n —> A2R" 
adjunctul lui p.

Aplicăm aceste considerații pe varietatea Riemann M, dată în enun
țul teoremei. Avem aplicația pR.p* Ap M A APM —> APM  A APM  și 
transformarea sa Ricci R(pR.p*') : AP M —̂ APM (a se vedea formula 
(1.56)). Desemnăm cu p ^  câmpul tensorial antisimetric ce corespunde 
unei p- forme p  date. Se arată că:

— < R(pR.p*')p# ,p#  >= F(p) (1-57)

oricare ar fi p—forma p. Formula (1.57) a fost deja demonstrată pentru 
p = 1 deoarece, în acest caz, p = Id și transformarea Ricci a lui R. este 
R(R) = Ric. Deci, formula (1.37) este caz particular al formulei (1.57), 
pentru p = 1. Cazul general necesită calcule destul de dificile și vom 
omite demonstrația formulei (1.57). Vom face ulterior o demonstrație 
completă a acestei teoreme, în capitolul 6, în contextul formalismului 
Clifford. Fie {Vi,..., Vn } un câmp de repere ortonormat pe un deschis 
al lui M. Vom nota Vr = V^ A ... A Vip , I = (ii, ...,ip G
{1,..., n}, ii < ... < ip .

Utilizăm formula (1.57) pentru a demonstra punctul a) al teoremei. 
Avem deci:

F(p) = -  < R ^ R p '^ p ^ p *  > =
= ~ E i  < (pRp'H'P* A V ^ p #  A V r > = ( .

= - Z / < ( W # A U ) , / ( ^ A U )> =  >
= -Z2/Q(P*(^# A V / ) ,P*(P # AV / )).

De aci rezultă a).
Demonstrarea punctului b) al teoremei este simplă. Fie M  varietate 

compactă și <p o p- formă armonică, 1 < p < n. Atunci (1.32) se scrie:

- A | p | 2= 2 £ |  V ^ | 2 - 2 F M . (1.59)
i  =  l

Dacă Q este pozitiv semi-definită, atunci, din a), membrul drept 
al formulei (1.59) este > 0, de unde | <p |2 este funcție subarmonică, 
deci constantă. Rezultă △ | p |2 = 0, deci, fiecare dintre termenii din 
membrul drept la formulei (1.59) fiind > 0, deducem simultan:

I V ,,^  |2 =  0, (V)i e  { l,,,.,n ) ,F (^ )  = 0. (IM )
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Deducem V y ^  = 0, (V)i € {1,..., n}. De aci rezultă că p— forma p  este 
paralelă.

Fie \ < p < n. Considerăm acum operatorul de curbură Q quasi- 
pozitiv. Există atunci un punct x cu proprietatea că operatorul de 
curbură Q este pozitiv definit în acest punct. Din al doilea rând de 
formule (1.60), rezultă că Fțpțx}} =  0, deci pțx} = 0. Cum p— forma 
^ 1  < p < n este paralelă (din prima parte a demonstra ției), rezultă 
p = 0. Aceste argumente nu pot fi utilizate pentru cazul p = 0 sau 
p = n, deoarece, pe funcții și pe n — forme F  se anulează.□

Operatorul de curbură Q a fost introdus din motive algebrice. Ex
istă preocuparea de a investiga semnificația sa geometrică. Este știut 
că pozitiv definirea sa implică pozitivitatea integrantului în formula 
Gauss - Bonnet.

Teorema 10 arată că în cazul în care Q este quasi-pozitiv definit, 
grupurile de coomologie ale varietății Riemann, compacte, orientabile, 
n —dimensionale M  considerate sunt aceleași cu cele ale sferei unitate 
S n . Rezultă că în cazul în care Q este quasi-pozitiv definit, varietatea 
Riemann, compactă, orientabilă, TI—dimensională M este omoloagă cu 
sfera unitate S n .

S-a pus problema naturală dacă o varietate Riemann, compactă, 
n — dimensională, simplu conexă cu operatorul de curbură Q quasi- 
pozitiv definit nu este difeomorfă cu sfera S u . Pentru dimensiunile 3,4 
aserțiunea este adevărată. In dimensiuni mai mari, există, se pare, 
dificultăți de natură algebrică.

Se știe totuși că o varietate Riemann, compactă, TI—dimensională, 
simplu conexă cu operatorul de curbură Q quasi-pozitiv definit nu este 
homeomorfă cu sfera S n .

Exerciții
1) Să se scrie operatorii de curbură IZ și Q ai sferei S n .
2) Fie f  : My —> M^ un difeomorfism între varietățile Riemann 

M yM t. Se spune, prin definiție, că f  este o transformare proiectivă 
dacă și numai dacă f  duce geodezice în geodezice. Mulțimea trans
formărilor proiective ale unei varietăți Riemann M  în ea însăși este 
un grup Lie a cărui algebră Lie se identifică cu algebra câmpurilor de 
vectori pe M  cu proprietatea de a avea grupul cu un parametru de difeo- 
morfisme locale asociat format din proiectivități. Astfel de câmpuri de 
vectori se numesc câmpuri proiective de vectori.

Fie M  o varietate Riemann, compactă, cu curbura Ricci < 0.
Arătați că orice câmp proiectiv de vectori pe M  este paralei. Mai 

mult, dacă curbura Ricci este quasi-negativă, orice câmp proiectiv de 
vectori este nul. Indicație. Se demonstrează o formulă analoagă cu 
(1.37). Se utilizează și teorema 9.
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Teoreme Bochner pe spații 
Kâhler

C onsiderații generale

Amintim câteva rezultate algebrice ce sunt utile pentru studiul spa
țiului tangent intr-un punct la o varietate aproape complexă [10].

Fie V un spațiu vectorial real, de dimensiune n. O structură aproape 
complexă J  pe V' este un endomorfism J : V ^  V cu proprietatea J 2 = 
—Id, unde J 2 = JoJ. Orice spațiu vectorial real V, dotat cu o structură 
aproape complexă .J, este evident de dimensiune pară, n = 2m. In 
plus, mulțimea V' poate fi dotată cu o structură de spațiu vectorial 
complex, cu legea de înmulțire cu scalari definită mai jos. Oricare ar fi 
o; = a -I- ib, a, b G R  și oricare ar fi vectorul v G V, avem

(xu = av + bJv. (2-1)

Se arată imediat că există o bază a spațiului vectorial real V, de 
forma {Vj,..., Vm , JV ),..., JVm }.

Dacă mulțimea V este considerată cu structura sa de spațiu vec
torial complex, cu legea de înmulțire cu scalari definită prin formula 
(2.1), atunci Jv  = w, oricare ar fi vectorul v G V. Dimensiunea lui V 
ca spațiu vectorial complex este m.

Fie V un spațiu vectorial complex. Atunci, ca spațiu vectorial real, 
poate fi dotat cu o structură aproape complexă J : V V, prin formula 
J(X )  = iX, oricare ar fi X  G V.

27
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Fie spațiul vectorial complex Cn . Oricare ar fi z = (zi,...,z„) G 
Cn ,z k = Xk + iyk,^k,yk E R , k E {l,...,n}, prin aplicația Cn  —> 
R 2 n , (zb  ..., zn ) —> ( x ^ x n , y i , ..., yn ) identificăm spațiul vectorial real 
C n cu spațiul vectorial real R 2 n . Se obține o structură aproape com
plexă J  pe spațiul vectorial real R 2 n , luând J(x^, ...,xn , yi, ...,yn ) = 
(-y i, •••,-? /n ,^ i,- .^ n ), (V) (x i,...,x n ,y i,...,y n ) G R 2". Rezultă

not. 0 -In
-In  0 (2-2)

matricea asociată endomorfismului J  în reperul canonic al spațiului 
vectorial R 2 n .

Fie două spații vectoriale reale V și V  dotate respectiv cu struc
turile aproape complexe J, respectiv J'. O aplicație liniară f  : V —> V' 
se numește complexă dacă și numai dacă

f o J  = J ’ o f .  (2.3)

Luând în considerație structura de spațiu vectorial complex a lui 
V, respectiv V', indusă de structura aproape complexă ,7, respectiv J ', 
avem f ( iX )  = i f(X ) ,  oricare ar fi X G V. Deci f  este aplicație liniară 
între spațiile vectoriale complexe V' și V .

Din relația (2.3), se deduce că grupul liniar complex GL(n\C) se 
identifică cu grupul multiplicativ al matricelor reale, nedegenerate, de 
ordin 2n care comută cu matricea (2.2).

Fie V* dualul spațiului vectorial real V, dotat cu structura aproape 
complexă J. Pe V* se introduce de asemenea o structură aproape com
plexă, ce se notează tot cu .7, prin formula:

Jw = wJ, (V)u> G V*. (2-4)

Pe de altă parte, dacă V este un spațiu vectorial real, fie complexi- 
ficatul său l/ C  care, ca mulțime, este produsul cartezian V X V  iar ca 
spațiu vectorial complex are definită adunarea pe componente (uti- 
lizându-se pe fiecare componentă adunarea din V ca spațiu vectorial 
real) și produsul cu un scalar complex dat prin:

(a + Î6)(X, P) = (aX -  hY, aY + bX), ^ a ,  b G R / ,  V G V.

Dacă spațiul vectorial real V posedă structura aproape complexă J, 
atunci se poate defini endomorfisrnul, notat de asemenea .7,

J : Y c  -^ Vc , J(X , Y) = (.IX, JY ), (V)(X, P) G V c .

Se obișnuește deseori să se desemneze un element (A", P) G V c  prin 
X  -I- iY  și atunci, prin definiție, avem
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J ( x  +  i r )  = JX  + UY, ^ } x  + ÎY e v c .
Endomorfismul J  al spațiului vectorial complex Vc , obținut astfel, are 
de asemenea proprietatea J 2 = —Id.

Fie spațiul vectorial real V cu structura aproape complexă J. Punem 
problema găsirii vectorilor proprii și valorilor proprii pentru endomor
fismul J. Căutăm, deci, vectorii nenuli X  € V cu proprietatea că există 
A € R, încât J X  = XX. Rezultă A2 +  1 = 0, ecuație incompatibilă în 
corpul numerelor reale R. Ca urmare, o structură aproape complexă 
J  nu posedă vectori și valori proprii. Dacă considerăm însă aceeași 
problemă pentru endomorfismul J  : V c  —> Vc , atunci rezultă valorile 
proprii ±i. Subspațiile proprii corespunzătoare respectiv valorilor pro
prii i, —i se notează V1,0, respectiv V0,1. Se obține Vc  = V1,0 © V0,1, 
unde:

v1-0 = {z G vc | z = x - ux, x  G v}, 
v0’1 = {z e vc  \ z x  + ux, x  G v}.

Dacă se definește aplicația liniară, numită conjugare, Vc  —> V C ,Z  = 
X + iF  —> Z = X  — iY, atunci se observă că subspațiile vectoriale V'1,0 
și V0,1 sunt izornorfe prin conjugare.

Cum am observat mai sus, dualul V* al spațiului vectorial real V, 
dotat cu structura aproape complexă J, admite o structură aproape 
complexă, notată tot cu J  și definită prin (2.4). Subspațiile proprii ale 
aplicației liniare J  : V*c  —> V*c  corespunzătoare respectiv valorilor 
proprii i, —i se notează de obicei Vj^, Vo,i- Avem deci V , c  = V4,o® VQJ, 
unde:

14,0 =  { a  G V*c  | a  =  w  — iJw,w  G V * } 

H , !  =  { a  G V * c  | a  =  w  +  Uw,w  G V*}.
Algebra exterioară C(V’c ) se descompune sub forma:

oo
C ( r c ) = £  Cp’q (V t C ).

r=0 
p+g=r

Orice element din CM (V*c ) este o aplicație p + q— liniară, total anti- 
simetrică, eventual nenulă pe V1’0^ . . . ^ ! / 1’0^ ^ 70’1^ . . ^ '^ 0’1 (produsul 
cartezian are p mulțimi egale cu V1,0 și q mulțimi egale cu V0,1) și 
în rest nulă. Când spunem "în rest nule” trebuie să avem în vedere 
că o aplicație p + g—liniară, total antisimetrică, poate face parte din 
orice mulțime Cp 'q' (V t C ), unde p' +q' = p + q. Un element din spațiul 
vectorial Cp ,q(y*c ) se numește o (p,q)— formă.

Dacă {01, . - 1^m } este bază a subspațiului vectorial V^o, rezultă că 
f^1, ..., 0m } este o bază a subspațiului vectorial lo j. Se obține o bază a 
spațiului vectorial CM (V*c ), considerând mulțimea (p,q)~ formelor:
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{0i l A ... A O1” A Oi' A ... A 0 ^ } u < - < V
jl< -< jq

Un produs scalar h, definit pe spațiul vectorial real V, dotat cu 
structura aproape complexă J, se numește produs scalar hermitian dacă 
și numai dacă h(X, Y) = h(JX , JY ), (V)X, Y  € V.

Este un simplu exercițiu de algebră demonstrarea faptului că există 
pentru orice produs scalar hermitian un reper ortonormat de forma 
{ X i , X m , J X i , J X m } , unde dim V = n = 2m. Intr-un astfel de 
reper, matricea asociată endomorfismului J  este de forma (2.2) iar h 
are forma canonică:

h(X, Y) = ^ ( X ' Y 1 + X ^ Y '1),
i=  1

dacă X  = ^ ( A ^  + X '\J X Z), Y  = E ’-iJU X . + Y 'l J X z).
Fie h un produs scalar hermitian al spațiului vectorial real V, cu 

structura aproape complexă J. Se extinde prin C-biliniaritate definiția 
lui h, pe complexificatul Vc  al lui V, obținându-se un produs scalar, 
notat tot cu h, cu următoarele proprietăți:

h(Z ,Z ) > 0,(W)Z ^  0,
h (z ,W ) = h ( z , w ) , w z , w  e v c , 

/i(Z, IV) =  0, (V)Z, PV G V1’0 , 1 j

h(JZ, JW ) = h(Z, W), (V)Z, W  G v c

Cu notațiile anterioare, se introduce aplicația:

: V X V  R, ^(X, V) = h(X, JY ). (2.6)

Aceasta este o formă biliniară, antisimetrică, care se extinde prin 
C-biliniaritate la spațiul vectorial V c . în principiu, ar trebui ca <p 6 
C2-°(V*c ) ®C°'2 (V*c ) ©C1’̂ ^ * 0 ); se arată imediat că v  G Cl’l (V*c ), 
deci ip este o (1,1)— formă.

Exerciții.
1) Fie {Z x , ..., Zm}, (Z ^  Zm } o bază a subspațiului vectorial 

V1’0 , respectiv baza corespunzătoare a subspațiului vectorial U0 1 , ob
ținută prin conjugare. Fie {fl1, . . . , ^ 1}, respectiv {0l ,...,Gm } dualele 
bazelor {Z i,..., Zrn} respectiv {Z h ..., Zm }. Acestea din urmă sunt baze 
ale subspațiilor vectoriale Vj 0 , respectiv Voj. Notând h^ = h(Zi,Z j), 
oricare ar fi indicii i , j  G {1, ...,m}, arătați că:

rn __
^  =  - '  E  hjkV A 0k .

j,k=\
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V arietăți aproape com plexe

Vorn face o trecere în revistă a unor proprietăți și definiții ce sunt 
utile pentru scopul nostru. Unele dintre proprietăți sunt date fără 
demonstrație. Cititorul dornic să urmărească toate demonstrațiile le 
va putea găsi în [10] sau în volumul al doilea din [17]

Definiție. Fie M  o varietate diferențiabilă, reală, cu proprietatea 
că posedă un câmp diferențiabil de tensori de tip (1,1), notat J, încât 
oricare ar fi x G M, endomorfismul Jx  : TX M —> TXM  are proprietatea 
Jx = —Idx . O astfel de varietate diferențiabilă se numește varietate 
cu structură aproape complexă sau varietate aproape complexă, iar J  se 
spune că este structura sa aproape complexă.

O varietate aproape complexă posedă o structură aproape complexă 
pe fiecare spațiu tangent.

Amintim câteva proprietăți ale varietăților aproape complexe.
Propoziția 1.Orice varietate aproape complexă este o varietate 

diferențiabilă, de dimensiune pară și orientabilă.
Definiție.O varietate complexă de dimensiune m  este o varietate 

diferențiabilă (spațiu topologic, separat, Haussdorf), modelată pe Cm , 
cu proprietatea că funcțiile sale de schimbare de coordonate sunt olo- 
morfe.

Propoziția 2. Orice varietate complexă admite ca varietate diferen
țiabilă reală o structură aproape complexă.

Fără a face demonstrația, este interesant de spus că notând z k = 
x k + \yk ,x k ,y k G R,1 = l,...,m  un sistem de coordonate complexe 
pe varietatea complexă rn—dimensională M, rezultă, prin definiție, că 
varietatea diferențiabilă reală 2rn—dimensională M  admite sistemul de 
coordonate (.r1, .., x m , y l , ..., ym ).

O structură aproape complexă J  a varietății diferențialele reale 
2m —dimensionale M  este dată de

d d â

Această structură aproape complexă se numește structura canonică 
complexă a varietății diferențiabile reale provenită din varietatea com
plexă M.

O problemă naturală ce se pune este de văzut în ce condiții o struc
tură aproape complexă J pe o varietate diferențiabilă reală M coincide 
cu cea provenită dintr-o eventuală structură de varietate complexă pe 
M. Aceasta revine la a găsi dacă există pe M un atlas cu proprietatea 
că matricea asociată endomorfismului Jx : TXM  —> TX M, în raport cu 
reperul canonic al lui TX M, este de forma (2.2), oricare ar fi x G M. In 
acest caz, vom spune că structura aproape complexă J  este integrabilă 
iar J  se va numi structură complexă.
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Definiție Fie M  și M' varietăți aproape complexe dotate respectiv 
cu structura aproape complexă J  respectiv J'. O aplicație diferențiabilă 
f  : M M' se numește aproape complexă dacă și numai dacă este 
îndeplinită condiția f t  o J  = J' o f t .

Propoziția 3. O aplicație diferențiabilă f  \ M ^  M' între va
rietățile complexe M și M' este olomorfă dacă și numai dacă este 
aproape complexă în raport cu structurile canonice complexe J, J ' in
duse pe M respectiv M'.

Fie acum M  o varietate diferențiabilă reală și TX M  respectiv T ^ M 
spațiul tangent în punctul x € M  respectiv complexificatul său. Ele
mentele lui T ^ M  se numesc vectori tangen ți complecși.

Vom desemna prin A r țM ) respectiv CT{M) inelul r-formelor dife
rențiale exterioare pe M, cu valori reale, respectiv inelul r —formelor 
exterioare, obținute prin complexificare, cu valori complexe.

Mai precis, w 6 CT (M) dacă și numai dacă UJX este aplicație liniară 
total antisimetrică:

oricare ar fi x G U, U fiind o mulțime deschisă și T ^  M  apărând de r 
ori în domeniul de definiție al lui wx .

Dacă M  este varietate aproape complexă, cu structura aproape 
complexă J, atunci avem descompunerea:

TX
C (M) = T ^ ° ® T ^ ,  (2.7)

unde T f’°, respectiv TfX sunt subspațiile proprii ale endomorfismului 
Jx corespunzătoare respectiv valorilor proprii i, —i. Vom nota:

oo
CțM) = J2  Cp’q țM)

r=0 
p+q=r

unde Cp'q {M) este spațiul (p,q) — formelor pe M  sau spațiul formelor 
de tip (p, q) pe M. Orice (p, q)— formă este o p + g—formă din Cp + q(M) 
care este eventual nenulă pe p vectori din Tx '° și q vectori din TX ’Y, dar 
este nulă în rest.

Pe Cp,q(M) se poate introduce un câmp local de repere, considerând 
{01,...,^'"} un câmp local de repere pentru CX^țM) și, corespunzător, 
câmpul local de corepere {01,...,0 m } pentru C ^țM ), unde n = 2m = 
dim M. Avem astfel:

{ ^ ‘ A ... A O1» A ^  A ... A ^ 7 } i< i l <...<iP<m 
l<jl<...<jq<m

un câmp de repere pentru CXq{M).
Să observăm că diferențiala exterioară dai a unei (p,q) — forme w 

poate, în principiu, să fie din:
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Cp+ 1’’ (Af) ©C™+ 1 (Af) ©Cp- l ’î + 2 (M) © C ^

Câmpul de vectori complex Z  definit pe un deschis U al varietății 
aproape complexe M  este complexificatul unui câmp de vectori pe U. El 
se va numi de tip (1,0) (respectiv (0,1)) dacă și numai dacă Zx  G T ) f i M 
(respectiv Zx G T ^ M )  oricare ar fi x e U.

Avem următoarea:
Propoziția 4. Fie M  o varietate aproape complexă cu structura 

aproape complexă J. Sunt echivalente următoarele afirmații:
i) Z, W  câmpuri de tip (1,0) = >  [Z, IV] este câmp de tip (1,0);
ii) Z, W  câmpuri de tip (0,1) = >  [Z, IV] este câmp de tip (0,1);
iiz) dCx’\M )  C C2 f i(M )® C l 'l (M), dC^^M ) C C°’2 (M) Q C ^ M )- 
iv) dCM(M) C CP+ l*(M )®C™ + \M )
v) Câmpul tensorial N  - numit câmp Nijenhuis - definit prin:

N (X , V) = [JX, JY] -  J[X, JY] -  J[JX , Y] -  [X, Y] (2.8) 

este nul.
Demonstrație. Demonstrăm mai întâi că i) => ii).
Fie Z, W  câmpuri vectoriale de tip (0,1). Rezultă Z, IV câmpuri 

vectoriale de tip (0,1). Mai mult, [Z,W] = [Z,W] este de asemenea 
câmp vectorial de tip (1,0). Atunci, [Z, IV] va fi câmp vectorial de tip 
(0,1).

Reciproc, ii) => i) se demonstrează analog.
Arătăm acum că vi) => iii). Fie u  o 1 —formă de tip (1,0). Avem:

du(Z, W) = Zu(W ) -  W u(Z) -  u([Z, W]). (2.9)

oricare ar fi câmpurile vectoriale complexe Z, W.
Dacă Z, IV sunt câmpuri vectoriale de tip (0,1), deoarece u  este pre

supusă de tip (1,0), rezultă w(Z) = w(IV) — 0 și din ii), u([Z, W]) = 0 
deoarece și câmpul vectorial [Z, IV] este de tip (0,1). Formula (2.9) ne 
arată că 2 —forma complexă du se anulează pe câmpuri vectoriale de tip 
(0,1). Rezultă du G C2’°(M) © Cl '\M ) .  La fel, dacă u  este o 1 —formă 
de tip (0,1).

Reciproc, iii) => ii). In adevăr, fie Z, IV câmpuri vectoriale de 
tip (0,1) arbitrare. Presupunând u  o 1 —formă de tip (1,0), avem 
u(Z) = w(IV) = 0. Din ipoteza iii) du G C2,0(M) © C1 ,l{M), deci 
duțZ, W) = 0. Formula (2.9) implică atunci u([Z, W]) = 0, deci [Z, IV] 
este câmp vectorial de tip (0,1).

Să demonstrăm acum că iii) => iv). In adevăr, Cp 'q țM) este gene
rat local de C0 ,x țM) © CX,O(M) ® C°'°{M). De aci rezultă implicația 
cerută. Reciproca este evidentă.
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Arătăm că v) o i ) .  Calculăm pentru oricare două câmpuri vecto
riale X ,Y  E X{M ) câmpul de vectori complex:

Z = [X - i J X , Y  -U Y ] .

Obținem:

Z  = [X, Y] -  [JX, JY] -  i([JX, Y] + [X, JY]).

Avem egalitatea:

Z + iJ Z  = -N (X , Y) -  iJN (X , Y)

Rezultă următorul șir de afirmații echivalente, deoarece X  — iJX , Y  — 
iJ Y  sunt câmpuri vectoriale de tip (1,0), oricare ar fi X, F  G X(M ) :

i) O  Z este de tip (1,0) 0
Z + iJZ  = Z  + i(iZ) = 0 0  N (X , Y) = 0.0

Câmpul tensorial N  al lui Nijenhuis are o mare importanță pentru 
a studia integrabilitatea unei structuri aproape complexe. Avem:

Teorema 5. Fie J  o structură aproape complexă analitică, pe vari
etatea analitică 2m— dimensională M. O condiție necesară și suficientă 
ca J  să fie integrabilă este ca N, câmpul său tensorial Nijenhuis, să se 
anuleze.

Pentru a demonstra această teoremă sunt necesare unele pregătiri. 
Amintim mai întâi [10]:

Teorema 6 (Frobenius, complexă). Fie wn+]-, ...,w"1 un sistem 
de m — n forme liniare olomorfe, independete, definite pe o mulțime 
deschisă U din Cn . Necesar și suficient să existe funcțiile olomorfe 
hn + \...,h  m  definite pe o vecinătate W  a unui punct arbitrar x G U, 
cu proprietatea că, pe W, sistemul diferențial:

wn+ 1  = ... = ujm  =  0 (2.10)

să fie echivalent cu sistemul:

dhn + l = ... = dhm  = 0  (2.11)

este să existe formele olomorfe uip, a, fi = n + 1,..., m, astfel ca:

IU
duja  = ^  ^ ‘ A (V)a = n + 1,...., ni- (2-12) 

0=n+l

Teorema Frobenius complexă asigură existența varietăților com
plexe integrale ale unui sistem diferențial complet integrabil. Condiția 
(2.11) este echivalentă cu
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hn + l = ... = hm  = const. (2.13)

Funcțiile hn + l ,...,h m  fiind olomorfe, (2.13) definește subvarietăți com
plexe din Cm  având proprietatea că spațiul tangent la o astfel de sub- 
varietate este spațiu de soluții ale sistemului diferențial (2.10).

Fie acum f  : M ^  M' aplicație diferențiabilă între varietățile 
diferențiabile reale M  și M' dotate cu structura aproape complexă 
J  respectiv J'. Fie f t  : T M  —} TM ' diferențiala aplicației f . Ea se 
extinde prin C -  liniaritate la aplicația f t : T C M  —> T C M'. Are loc:

Lema 7. Fie f  : M —̂ M' o aplicație diferențiabilă între varietățile 
diferențiabile reale M și M' dotate cu structura aproape complexă J 
respectiv J'. Sunt echivalente următoarele afirmații:

i) Dacă Z este câmp vectorial complex de tip (1,0) tangent la M, 
atunci f t Z este câmp vectorial complex de tip (1,0) tangent la M']

ii) Dacă Z este câmp vectorial complex de tip (0,1) tangent la M, 
atunci. f t Z este câmp vectorial complex de tip (0,1) tangent la M';

iii) Dacă OJ este (p,q) -formă pe M ', atunci f*w este (p,g)— formă 
pe M;

iv) Aplicația f  este aproape complexă.
Demonstrație. Condi țiile i) și ii) sunt echivalente deoarece dacă Z 

este de tip (1,0) (respectiv de tip (0,1)), atunci conjugatul său Z  este 
de tip (0,1) (respectiv (1,0)). Mai mult, f*(Z) = f*(Z).

Demonstrăm că i) (sau, echivalent, ii)) implică iii). Dacă va este 
formă de tip (0,1) pe M ', deducem, conform definiției, că oricare ar 
fi câmpul vectorial complex Z' de tip (1,0), tangent la M' , avem 
w(Z') = 0. Pe de altă parte, fie Z  câmp vectorial complex de tip (1,0) 
tangent la M. Din i) deducem că f t Z  este câmp vectorial complex de 
tip (1,0) tangent la M'. Avem

( f ^ K Z )  =d^ u { f .Z )  = Q,

oricare ar fi câmpul vectorial complex Z  de tip (1,0) tangent la M, 
ceeace conduce la concluzia că forma f*a> este de tip (0,1). Analog, 
presupunând adevărată condiția i) (sau, echivalent, ii)), se arată că 
alegând w formă de tip (1,0) pe M', deducem că f*aj este formă de tip 
(1,0) pe M. Se știe că Cp 'q țM') este generat local de

Cl Q(M') ® C °'\M ') ®CO fițM '),

ceeace arată că i) => iii) (respectiv ii) => iii)). Reciproc, este evi
dent.

Sa arătăm că i) O  iv). Dacă X  G X țM ), atunci X  — iJ X  este 
câmp vectorial complex de tip (1,0). Avem:

A(X -  iJX ) = f .(X )  -  i f^ J X ) . (2-14)
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Din z), deducem că f , ( X  — iJX )  este câmp vectorial complex de tip 
(1,0) pe M'. Atunci, din (2.14), deducem: f t (JX ) = J 'f ^ X ) ,  deci 
i) => iv). Reciproc este evident.□

Lema 8. Fie M o varietate diferențiabilă reală, de dimensiune 
n = 2m, dotată cu structura aproape complexă J.

Presupunem că oricare ar fi punctul x £ M, există o vecinătate U 
a lui x, și m funcții diferențiatele, cu valori complexe f l ,- - .,fm , defi
nite pe U cu proprietatea că d f \  ..., dfm  sunt forme independente pe U 
(peste inelul funcțiilor diferențiatele definite pe U), cu valori complexe, 
de tip (1,0). Atunci structura aproape complexă J  este integrabilă.

Demonstrație. Funcțiile f^ : U ^  C ,j = l,...,m , au următoarea 
exprimare locală:

f \ x )  = f ' 3 (x) + if" 3 țx), W j  G {1, ...,m },xG  U.

Deoarece d f l , ...,d fm  sunt independente peste inelul funcțiilor diferen- 
țiabile definite pe U, cu valori complexe, rezultă că, în punctul x, sis
temul

{ d r ,. . . ,d f '" fd f" ' , - ,d f " m }

este liniar independent peste R. Micșorând eventual deschisul U, de
ducem că funcțiile f l , . . . , f m  definesc un homeomorfism p -.U p(U), 
dat de formula:

p ^  = ( f \ x ) , . . . , r \ x ) )  = ț f ' \ x ) , . . . , r \ x ) , f " \ x f i . . . , f i im țx)),

oricare ar fi x G U, unde p(U) este un deschis din Cm ~  R",n = 2rn.
Vom arăta că se obține astfel un atlas de varietate complexă pe M. 

Pentru a demonstra această afirmație, să considerăm și o altă mulțime 
deschisă V G M ,V  D U f^ ^ , împreună cu cele m  funcții diferențiabile, 
cu valori complexe g  ̂ : V —> C j  G {l,...,m }, având proprietățile 
funcțiilor f f j  G {!,..., m}, din ipoteza lemei. Local,

g^x) = g,J (x) + ig"3 ^ ,  (V); G {1, ...,m },x  G V.

Micșorând eventual deschisul V, deducem homeomorfismul 0: V —> 
0(F), dat de formula:

tlfix) = ^ x ) , . . . , ^ )  = ( g ^ x ) , . . . , g ^ x ) , ^ ^

oricare ar fi elementul x G V, unde ^(V )  este un deschis din C”1 ~ 
R", n = 2m.

Cum l-formele complexe d f1, ...,d fm ,dg l , ...,dgm  sunt, din ipoteză, 
de tip (1,0), ele se vor anula pe orice câmp vectorial complex de tip
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(0,1), definit pe UnV  . Deci, ipt  : T C M ^ —> T c C m  va duce orice câmp 
vectorial complex de tip (0,1), tangent la U în câmpul vectorial nul 
din C m . Analog, tl>t  : T C M\V —> T c C m  va duce orice câmp vectorial 
complex de tip (0,1), tangent la V în câmpul vectorial nul din Cm . 
Câmpul vectorial nul din Cm  este și de tip (0,1). Ca urmare a lernei 7, 
<p și ip fiind aplicații ce conservă câmpurile vectoriale de tip (0,1), vor 
fi aproape complexe (în raport cu structura aproape complexă J  de pe 
M, respectiv structura aproape complexă canonică pe Cm ). Rezultă că 
V» o y?- 1  : {p(U n V) —> -^{U H V) este aproape complexă, deci olomorfă, 
din Propoziția 3. Ca urmare, M  este varietate complexă, iar structura 
aproape complexă J  este integrabilă.□

Demonstrația teoremei 5.
Dacă structura aproape complexă J  este integrabilă, atunci există 

un atlas al varietății M  cu proprietatea că matricea asociată endornor- 
fismului Jx  : TX M —> TXM, în raport cu baza canonică a lui TX M  este 
de forma (2.2), oricare ar fi x  G M. Ca urmare, având în vedere (2.8), 
se calculează expresia în coordonate locale a lui N  și rezultă N  = 0.

Reciproc, presupunând N  =  0, fie T*c  M  fibratul vectorial al 1 —for
melor complexe pe M. Oricare ar fi T G M, TX

C M  este spațiu vectorial 
complex de dimensiune 2m ce are ca subspațiu vectorial, de dimensi
une m, mulțimea vectorilor cotangenți de tip (1,0) (sau, echivalent, al 
formelor de tip (1,0)). Local, în jurul oricărui punct x fixat, putem 
considera un câmp de corepere { ^ ,...,0 m } al subspațiului formelor 
de tip (1,0). Atunci, pe aceeași vecinătate, {0l ,...,9 m } este câmp de 
repere al spațiului formelor de tip (0,1), unde am notat 0̂  = 6 \  (V)j G 
{ l ,- ,m } .

Deoarece N  = 0, din Propoziția 4, deducem că

dB] G C2’0 © ^ 1’1 , ^  G C ^ e C 1’1, ^  G {l,...,zn}

astfel încât putem scrie:

<w = Ș M  ̂  A S‘ + A «‘

Varietatea M  este analitică ca și structura aproape complexă J. 
Considerăm atunci formele 0l ,...,0m  analitice. Funcțiile

^ h k ^ h k ^ d ^  G { l,-.,m } ,
vor depinde analitic de coordonatele locale considerate în jurul punctu
lui x. Notând aceste coordonate cu (x1, ...,xn ),n  = 2m, avem expresiile 
locale:

71 _ n _
^  = £ w  s  { i , . .„ «)■ 

a=l a=l
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Identificăm R  cu un subspațiu vectorial al spațiului vectorial com
plex C, luând aplicația R  —> C care face să corespundă oricărui număr 
real r numărul complex z având partea reală egală cu r, iar cea imagi
nară nulă. In acest mod, R n C Cn .

Orice funcție analitică definită pe un deschis U C R n , se poate 
extinde la o funcție olomorfă, notată tot cu f ,  definită pe un deschis 
din Cn , ce conține pe U, înlocuid în seria de puteri convergentă a lui 
f  variabilele reale (x1, . ••,£”) cu (z1, ..., zn ) încât z“ = x“ + ij/“ ,a  G 
{1, ...,n},n  = 2m. Restricția la R n a acestei funcții olomorfe se obține 
făcând, în variabilele za  =  xQ+iy“, a  6 {1,..., n}, pe ya  = 0; recuperăm 
astfel funcția analitică /  de la care am plecat.

Procedând astfel cu funcțiile

â> ^L (^)a  { h -> n } ,j  G {1,..., m}, n = 2m,

se obțin extensiile olomorfe ale formelor Q \j  G {l,...,m }, respectiv 
O3 definite pe un deschis din Cn ,n  = 2m, ce conține imaginea hărții 
locale considerate inițial în jurul punctului x G M. Este de remarcat 
că funcția 03

a nu mai este, în general, complex conjugată cu 63
a . In 

schimb, sistemul de 1 —forme olomorfe {0 \ ...,0m ,Qx , ...,0m } este liniar 
independent.

Procedăm analog cu 2— formele analitice d3J ,M \  j  G { l,-.,m }  și 
construim 2— formele olomorfe corespunzătore. Expresiile lor vor fi de 
forma (2.15) unde aJ

h k , b^k , i , j , k  G {!,...,m} sunt extensiile olomorfe 
respectiv ale funcțiilor analitice notate la fel. Ca urmare:

h,k h,k

In baza teoremei 6 (Frobenius, complexă) deducem existența func
țiilor olomorfe f \ . . . , f m , definite pe un deschis din C n ,n  = 2m, cu 
proprietatea că sistemul diferențial complex:

e l = ... = em  = o

este echivalent cu sistemul:

d ^  = ... = dfm  = 0.

Putem scrie atunci: 

rn rn

^  = E  W ^ ‘‘f ’ =  E  B l ^  M i e  {'. - ” '}■ (2 1 6 l
t=l

Funcțiile Ak , B k , k , j  G {l,...,m } sunt olomorfe iar .4 = (ă ^ )^ , B = 
{^kh^  s u n t  matrice nedegenerate, fiind una inversa celeilalte. Con
siderăm restricțiile funcțiilor olomorfe A k ,B k , k , j  G { !,...,m} la R 2 m .
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Rezultă relații analoage cu (2.16) între aceste restricții. Deci, avem 
{d/1, ..., dfm ], un sistem independent de 1 -  forme de tip (1,0), deoarece 
sistemul de l-form e (d1, ...,0m } are aceste proprietăți. Conform lemei 
8, am încheiat demonstrația. □

Definiție. Conexiunea liniară V dată pe o varietate diferențiabilă 
reală dotată cu o structură aproape complexă J  se numește conexiune 
aproape complexă dacă și numai dacă

J V X Y = V X JY, ^ } X , Y  € X(M ).

Exerciții
1) Dacă există V o conexiune aproape complexă cu torsiunea nulă, 

definită pe varietatea diferențiabilă M  , dotată cu stuctura aproape 
complexă J, atunci J  este integrabilă. Indicație. Se arată că tensorul 
Nijenhuis N  este nul.

2) Dacă există V o conexiune aproape complexă, definită pe vari
etatea M, cu structura aproape complexă J, atunci:

J  °  ^ X  Y =  R x  Y 0  J->

oricare ar fi X ,Y  E X { M \
3) Fie N  tensorul Nijenhuis al structurii aproape complexe ,J. Lo

cal, notând d /dx k = d^, N^d^dj) = N^dk, oricare ar fi i , j ,k  E 
{1,..., n}, n = 2m, să se arate că are loc formula:

N^ = 2 ^ d s J k -  J°ds J k -  J & J J  + J & J ’),

unde am notat de asemanea, J^d^ = J-ds oricare ar fi z 6 {1, ...,n}.
4) Torsiunea T  a unei conexiuni aproape complexe V verifică iden

titatea:

T (JX , JY ) -  JT (JX , Y ) -  JT (X , JY ) -  T{X , Y) = - ^ ( X ,  Y).

oricare ar fi câmpurile vectoriale X, Y.
5) Fie (z1 , ..., zm ) un sistem local de coordonate complexe al varietă

ții complexe M. Arătați că oricare ar fi a  G {1,..., m}, d /d z tt este câmp 
vectorial de tip (1,0) iar d /d za  este câmp vectorial de tip (0,1), în 
raport cu structura canonică de varietate aproape complexă indusă de 
structura complexă a lui M.

Varietăți hermitiene și kăhleriene

Definiție. Fie M  o varietate diferențiabilă, reală, de dimensiune n =
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2m, dotată cu structura aproape complexă J. O metrică hermitiană h 
pe M  este o metrică riemanniană h pe M, având proprietatea:

h(X, Y) = h (JX , JY ), (V)X, Y  G X (M ).

Observăm că o metrică hermitiană h pe varietatea M, dotată cu 
structura aproape complexă J, induce pe fiecare spațiu tangent TXM, 
x € M, un produs scalar hermitian.

Definiție. O varietate aproape complexă, dotată cu o metrică her
mitiană, se numește varietate aproape hermitiană. O varietate com
plexă, dotată cu o metrică hermitiană, se numește varietate hermitiană.

Se demonstrează cu ușurință că orice varietate riemanniană, (M,g), 
dotată cu o structură aproape complexă J, este o varietate aproape 
hermitiană. In adevăr, o metrică hermitiană pe M  este metrica h dată 
prin formula:

h(X, Y) = ^[g(X, Y) + g(JX , JY)] (2.17)

oricare ar fi X ,Y  G X(M ).
Fie X C (M) spațiul câmpurilor vectoriale complexe tangente la M.
Orice metrică hermitiană h a varietății aproape complexe M  se 

poate extinde prin C —liniaritate la T c M. Această extensie se va nota 
de asemenea cu h. Ea are următoarele proprietăți:

i) h (Z ,W ) = h(Z, W), (y)Z, W  G X C {M)
ii) h (Z ,Z ) > 0(V)Z /  0, Z G X C (M)
iii) h(Z, W) = 0 oricare ar fi câmpurile vectoriale Z, W  de tip (0,1) 

(resp. (1,0)).
Metrica hermitiană h a unei varietăți aproape hermitiene M  con

duce la introducerea pe M  a unei 2— forme $, numită 2— iorma fun
damentală a varietății hermitiene considerate, prin formula

$(X, Y) = h(X, J Y ), (V)X, Y  G X (M ).

Deoarece h este hermitiană, rezultă

^{J X , JY )  = $(X, Y), (y)X, Y  G X(M ).

Forma fundamentală $  se extinde prin C —biliniaritate la câmpuri 
vectoriale complexe. Se remarcă imediat că 2— forma complexă $ 
astfel obținută este nulă pe perechi de câmpuri vectoriale de tip (1,0), 
respectiv (0,1). Ca urmare, $  este o (1,1)— formă.

Fie V conexiunea Levi-Civita a metricii hermitiene h. In general V 
nu este conexiune aproape complexă. Se arată [10] :

Teorema 9. Fie M o varietate aproape hermitiană, cu structura 
aproape complexă J  și metrica hermitiană h.

Sunt echivalente următoarele afirmații:
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1) Conexiunea Levi-Civita V a metricii hermitiene h este aproape 
complexă;

2) N  = 0 ,d^ = 0.
Din teorema 5, rezultă că /V = 0 este echivalent cu faptul că va

rietatea aproape complexă M  este complexă. Ca urmare, păstrând 
notațiile de mai sus, dacă alegem M varietate hermitiană, atunci sunt 
echivalente afirmațiile:

1) Conexiunea Levi-Civita V a metricii hermitiene h este aproape 
complexă;

2') d$ = 0 , adică 2— forma fundamentală $  este închisă.
Definiție. O metrică hermitiană pe o varietate aproape hermi

tiană se nume ște metrică Kăhler dacă și numai dacă 2— forma sa 
fundamentală este închisă.

Definiție. O varietate aproape hermitiană (respectiv hermitiană) 
dotată cu o metrică Kăhler se numește varietate aproape Kăhler (re
spectiv Kăhler).

Este util pentru cele ce urmează să amintim urrnătorele proprietăți 
ale tensorului de curbura respectiv ale tensorului Ricci, Ric pe o vari
etate Kăhler M. Oricare ar fi X, K G X (M ), notând RX Y  = R (X ,Y ), 
avem:

R (X ,Y )o  J  = J o R (X ,Y )  (2.18)

R (J X ,J Y )  = R (X ,Y )  (2.19)

Ric(JX, J Y ) = Ric(X, Y) (2.20)

Ric(X, Y) = -^trace T, 
unde T(V) = J o  R(X, JY)V , (V)V G X{M ) ;

Exerciții.
1) Fie M  o varietate hermitiană de dimensiune n, cu metrica her

mitiană h. Fie (z1, ...,zn ) coordonate locale complexe

z k = x k + iyk ,x k ,y k G R,fc G {l,...,n}. (2.22)
Considerăm câmpurile locale canonice corespunzătoare:

(2.23)
ozk 2 dxk dyk

precum și conjugatele lor:

= i  = +  (2.24)
k dzk 2 dxk dyk> 1 J 1 ;

Facem următoarele notații: A, B € { 1,..., n, 1,..., n} iar h(ZA ,Z B ) = 
hA B . Arătați că avem hj^ = hj^ = 0, (V)j, k E {1,..., n}.
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i) Dacă $  este 2— forma fundamentală corespunzătoare, deduceți 
următoarea exprimare locală:

n —

$ = —i Ș2 hjkdz-’ A dzk . (2.25)

ii) Utilizând (2.25) arătați că (1,1)— forma $  este reală, adică 
$ = 5 .

Operatorii 9,5, d*, d*

Fie M  o varietate hermitiană, de dimensiune complexă n și

G  =  E  G ^ d z ^  (2.26)
îj=\

metrica sa hermitiană exprimată în coordonatele locale (zL, ...,zn ).
Definiție. Un sistem de coordonate complexe (z1, ..., zn ) definit pe 

o vecinătate de coordonate U C M  se numește sistem de coordonate 
normale în punctul pE U dacă și numai dacă:

G1J(p) = â1J,dG 1J(p) = O,(V)î j G { l , . . , r i }. (2.27)

Dacă $ este 2 —forma fundamentală corespunzătoare, condiția a 
doua din (2.27) implică d$(p) = 0. Se știe că dacă d$  = 0, atunci va
rietatea hermitiană M  este, prin definiție o varietate Kahler. Deci, în 
contrast cu cazul unei varietăți Riernann, pe care există coordonate nor
male în orice punct, în cazul varietăților hermitiene o condiție necesară 
pentru ca astfel de coordonate să existe este ca 2— forma fundamentală 
$  să fie închisă, deci varietatea M  să fie varietate Kahler.

în cele ce urmează M  va fi o varietate Kahler. Dacă (z1, ...^ " ) 
este un sistem de coordonate complexe pe deschisul U C M, atunci 
utilizăm notațiile (2.22), (2.23), (2.24). Rezultă imediat că (Zi, ..., Zn } 
respectiv {Z^,..., Z^} sunt câmpuri de repere de tip (1,0), respectiv 
(0,1) pe U în raport cu structura aproape complexă canonică J  dată 
local, prin formulele:

=  =  { 2 2 8 )
oxk oyk dyk uxk

oricare ar fi indicele k 6 {l,...,n}.
Rezultă că G, fiind extensia la câmpuri vectoriale complexe a unei 

metrici hermitiene, se anulează pe perechi de câmpuri vectoriale de tij) 
(1,0), respectiv (0,1). Notând G^ = G(Zi, Zj), avem:
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Cil — — Gĵ - (2.29)

Propoziția 10. Există un sistem de coordonate normale în punctul 
p, oricare ar fi p un punct arbitrar fixat al varietății Kăhler M.

Demonstrație. Fie G metrica herrnitiană a varietății Kăhler M, 
având local expresia (2.26). Din faptul că M  este varietate Kăhler, 
rezultă că d^ = 0, unde $  este 2— forma fundamentală. Să observăm 
că, având în vedere expresia (2.25), deducem că d ^  = 0 se exprimă 
local prin relațiile:

dG^ dGk- 
dzk dzl 
^ £  =  ^ 
dzk dz^

(2.30)

(2-31)

oricare ar fi indicii i , j ,k  G { l ,- ,n } .  In adevăr,

d $  =  — -  52 „  dzk A dz2 A dz^ — - — ^ d z k A dz2 A dz?2  &  d z k  2  ^ z k

sau, 
d ^  = -  ^ L )^Z ‘ A  dz’ / \d z k -

Putem alege un sistem de coordonate (^l , ...,zn ), astfel încât 

z k (p) = țfiG-^p) = 6l } , (Y )i,j,k  G {1, ...,n}.

Considerăm noi coordonate (wl ,...,w n )) date de formulele:

1 n dG -
+ 2  s  ^ W ^ . M - e ! ! , - , " : -  (2.32)

Să notăm Grs = G ( -^ ,  ^r)^  componentele tensorului metric G în 
raport cu noul sistem de coordonate. Avem:

G ,j =  d̂ % 6 " ’w ' j  e  ( 1 " ’ n )  (2-33) 
uz ozJ

deoarece, conform formulei (2.32), coordonatele {wl , ..., wn ) nu depind 
decât de z1, ...,zn  și nu depind de conjugatele lor, respectiv, z1, ...,zn . 
Din (2.32) deducem, oricare ar fi r G {1,..., n} :

dwr 
dz1
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Din (2.30) avem:

și (2.33) devine, oricare ar fi i , j  G {1, ...,n} :

G.J = W  + £ ̂ (^‘IK + E f  w/|,

de unde, deoarece G ^p ) = G ^p )  = J^, (V)i,j G {l,...,n} :

ceeace ne arată că:

^ w  = lâ^ = 0, o,
Este imediat acum, folosind formulele analoage formulelor (2.33), ce 
exprimă componentele tensorului metric G^ funcție de G ^ ^ y ^ j  € 

dG -
{l,...,n}, că - ^ ( p )  = 0 ,(V )i,j,r G {l,...,n}. Rezultă dG-fa) = 
0, (V)z,j G { !,..,« } □

Fie (M, <, >) o varietate Kahler de dimensiune 2n, unde <, > =  G 
este metrica hermitiană a lui M.

Definiție. Se numește câmp de repere de tip (1,0) pe M  un sistem 
{Vi,..., Vn } de n câmpuri vectoriale independente de tip (1,0), definite 
pe un deschis U al lui M, cu proprietatea < K, Vj > =  Sij,(¥)i,j G 
{ ! ,- ," } •

Observație. Dacă {Vi,..., Vn } este un câmp de repere de tip (1,0) 
pe M, atunci < Vi, Vj > =  < Vj, Vj >=  0, (y )i,j  G {1, ...,n}.

Oricare ar fi p G A/, spațiul tangent complexificat T ^ M  se descom
pune ca suma directă:

T ^ M  = T ^ M  © T ^ M  (2.34) 

a subspațiilor proprii corespunzătoare respectiv valorilor proprii i, —i 
ale endomorfismului Jp : T ^ M  —> T ^  M  unde J  este structura com
plexă a varietății Kahler M. Rezultă că Tp

1,0 și T ^ 1 M sunt subspații 
total izotrope (maximale) ale lui T ^M , iar (2.34) este o descompunere 
Witt a spațiului tangent complexificat T ^M . în plus, dacă {Vi,..., Vn } 
este un câmp de repere de tip (1, 0) pe M, atunci {Vi,..., K , VȚ, ..., V^} 
este un câmp de repere Witt, unde Vj = V), (V)j G {1,..., n}.[30]

Să observăm că există câmpuri de repere de tip (1,0). în adevăr, 
fie { A i , . . . ,^ ,  JX i,..., JX n } un câmp ortonormat de repere pe vari
etatea A/, în raport cu metrica hermitiană g, metrică ce extinsă prin
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C— biliniaritate furnizează metrica G =<,>  . Atunci, g(X i,X j) = 
g(JX t , JX j) = âij, g(Xi, JX j) = 0, (V) i , j  G {l,...,n}. Considerăm 
câmpurile vectoriale Vj = ^(Xj -  i J X j ^ ^ j  G {!,..., n} și rezultă 
{Vi,..., Vn } un câmp de repere de tip (1,0) pe M.

Exercițiu.
Fie {Vi,..., Vn }, {W i,..., W y câmpuri de repere de tip (1,0) pe M, 

definite pe același deschis U C M. Avem următoarele formule de schim
bare de reper:

H'T=E’=1«VJ + W M ' { ’ ’N}

Arătați că 6£ = 0, (V) i , j  G {l,...,n}, iar matricea A = (aj)^ este 
unitară (adică A*A = In , unde In  semnifică matricea unitate de ordin 
n iar l A este conjugata transpusei matricei A).

Definiție. Un câmp de repere de tip (1,0), notat {Vj,...,V„}, se 
numește câmp de repere de tip (1,0), normal în punctul pG M, dacă și 
numai dacă

(W .v.^p) =  0,(V)i,j G { l,..,n } , (2.35)

unde V este conexiunea Levi-Civita a metricii g ce a fost extinsă prin 
C —liniaritate la câmpuri vectoriale complexe.

Observații.
1) In general, dacă {Vi,..., V„} este un câmp de repere de tip (1,0), 

avem:

V v ^ F ^  + r ' %  (2.36)

ca urmare a descompunerii în sumă directă (2.34). Teorema 9 arată că 
V este conexiune aproape complexă deoarece varietatea dată M  este 
Kăhler. Ca urmare, oricare ar fi indicii i , j  G {1, ...,n} au loc formulele:

J V yy  = V V iJVj. (2.37)

Ținând cont de (2.36), formula (2.37) devine ^(F^ 14 + r^V^) = iVvȚj, 
sau i(F-,yfc — r'țVr) = UF^U* + r^Vr), ceeace conduce la condițiile 
r'^ = 0, (V)i,j, k G {1,..., n}. Deci:

V vM  = ^ K . M u 'X G  { l ,- ,n } -  (2.38)

2) Dacă {Vi,...,Vn } este câmp de repere de tip (1,0), normal în 
punctul p E M, atunci, oricare ar fi indicii i , j  G {1, ...,n} :

(Vv-V-yp) =  (Vvt Vj)(p) = ( V ^ K p )  = 0 (2.39)

Lăsăm ca exercițiu demonstrarea acestei formule.
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Lema 11. Fie M o varietate Kăhler. Există un câmp de repere de 
tip (1,0), normal în punctul p G M, oricare ar fi punctul fixat p 6 M.

Demonstrație. Fie {Vi,..., Vn } un câmp de repere de tip (1, 0) definit 
pe un deschis U, în jurul punctului fixat p e M și funcțiile T* : U —> 
C, date de (2.38). Alegem pe U un sistem de coordonate (z1, ...,zn ) G 
Cn cu proprietatea:

^(P) =  °’ ̂ ^  =  V^P^ ^  G 1 ’ "^

Fie B = ( ^ i j  matricea antihermitiană (deci cu proprietatea B = —l B) 
definită prin % =  - E L I [H,(P ) ^  “  H ^ P M -

Matricea A =  exp B va fi atunci unitară. Ca urmare, câmpul de 
repere { ^ , . . . ,1 ^ } ,  dat de IV, = a ^ V j^ ^ i  G { l ,- ,n } ,  este câmp de 
repere de tip (1,0), normal în punctul p. In adevăr,

Vw.W, = a ' l V ^ )  + < 0 ,  (V).,) e  {1, ...,„} (2.40)

Din definiția matricei A, avem Vr (aj) = Vr (6j)a*,(V) i , j ,k  G {l,...,n}. 
Rezultă:

K(a*)(p) =  - r j / p ) ,  (V)j, k ,r  e  {1,..., TI}. (2.41) 

Atunci, din formulele (2.40),(2.41), deducem:

(V vvTi;)(7i) = 0 ^  G {!,...,«}.□

Observație. Fie {Vj, - ., Vn } un câmp de repere de tip (1,0), nor
mal în punctul p G M. Fie {w1,...,^"} câmpul său dual de corepere. 
Rezultă că OĴ este 1 - formă de tip (1,0) și a?(V,) = ă \ ^ \ i ^ j  G

Deducem imediat, oricare ar fi indicii i , j  G {l,...,n} :

^ v ^ ț p )  -  ^ Vi^ ) țp )  = (Vv_u?)(p) = ( V ^ J )(p) = 0.

Urmărim să exprimăm laplacianul pe o varietate Kăhler M, de di
mensiune 2n. Notațiile sunt cele anterioare. Amintim că Cp 'q țM) = Cp,q 
este spațiul (p,q) — formelor complexe. Fie {Vj,...,U} un câmp de 
repere de tip (1,0) și {wl , ...,w'1} câmpul său dual de corepere, definite 
pe un deschis U din M. Pe spațiul formelor se introduce un produs 
scalar, notat < ,>  . Notând cu I multi-indicele I = (ii,...,ip ), unde 
i \ ,...,ip £ {l>” , n }>U < < % | I  1= Vi vom conveni să scriem
w1 = w1' A ... A w1̂ ^  =  wn  A ... A OĴ . Oricare ar fi multi-indicii 
I, J, K, L, se definește produsul scalar <, > prin formulele:
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< wl ,w J > = < u 1, ^  >= 0
<  UJ1 , W 0 dacă I  ^  J

1 dacă I  = J (2.42)

<hj1 N u)J , CJK  A wL > _0
U)J ,O )K

și se extinde prin liniaritate la orice două forme complexe. 
Se introduce operatorul * al lui Hodge astfel:

* : CM Cn - q’n ~p , p K* ^  =< p ,^  > ^ 
(V) 0 G Cp,q, p — arb. (2.43)

unde Q= in wl A w1... A A wn .
Exemplu. F ie^  =  f u 1 A... /\wp Aw 'A... Aw’ unde f  este o funcție 

diferențiabilă definită pe deschisul U, cu valori complexe. Atunci vom 
verifica egalitatea:

*0 = f f ^ q+ ' A ... A u n A w?+1 A ... A wn , unde e = (-1 )^ , , , 
N = n(n — l)/2  +  1 + p(n — q) '

Evident că p  A* ^_=_0, dacă forma p conține cel puțin una dintre 
formele wq+ \  ...,UI\ IJJP +1 , ...,wn , iar produsul scalar < p, ^  > este de 
asemenea nul, deci formula (2.43) se verifică în acest caz. Rămâne de 
verificat formula (2.43) alegând p = g u 1 A ... A ajq A u 1 A ... Aw^, unde 
g: U ^  C este o funcție diferențiabilă. Avem :

< p, & > tt = -  fgV. (2.45)

iar
p ^ p  = e jg ( - \ y ( n - q^ n -V I '\ \  (2.46)

Din (2.45), (2.46), deducem că alegând e =  ( —1)N , unde N  este dat de 
formula (2.44), egalitatea (2.43) se verifică.

Varietatea M  fiind Kahler, tensorul său Nijenhuis N  este nul și din 
Propoziția 4 se deduce că oricare ar fi (p,q)~ forma p  avem:

dp ECp + l’q ®Cp’q + l. (2.47)

Pentru a beneficia de structura de varietate Kahler a varietății M, se 
consideră operatorii d : Cp 'q -> Cp + l’q ,d  : Cp’q Cp’q+ l încât d = d + d, 
descompunere ce corespunde sumei directe (2.47).

De exemplu, dacă local, în coordonatele complexe (z1, . . . ,? 1), se 
consideră (p,g)—forma:
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(p = V  ai, i dz1' î \ ... f \d z lv f \ d z i ' f \ ... f\dziq ,ii ̂ ---^ ip 
j l C - C j q

atunci:

d p  =  Eii <-<ip 
j i < - < h 
k= l,...,n

daZZ Z ^ - j ^ k A  ^  A  A  ^  A  ^  A  A  ^ 
dzk

iar

d p  =  E îl 
J \< -< jq 
k = l, . . .yn

! " ipi l " * dzk A dz*1 A ... A dz^  A dzj ' A ... A dzj q . 
dzk

Definim de asemenea operatorii 6,d*,d* adjuncți formal respectiv 
ai operatorilor d, d, d :

6=  -*d',d* = - 'd ^ d *  = -*d*.

Observăm că 8 = d* + d*. Se notează □ laplacianul complex, definit 
prin formula:

□ = 93* + d*d. (2.48)

Evident, conjugatul laplacianului complex □ este:

n  = a*a + aa*. (2.49)

Are loc următoarea:
Propoziția 12. Fie { V i , Vn } respectiv {w1, ...,w"} un câmp local 

de repere de tip (1,0) respectiv câmpul său dual de corepere definite pe 
un deschis U al varietății Kăhler M. Dacă V este conexiunea Levi- 
Civita a metricii hermitiene g atunci au loc formulele:

a = E “=1 A v ^ ,  ă  =  n = i  ^  A v v-, , ,
a* = -  E ;= I d' = -  E7=1 i ț v . ^ V] ■ { >

Demonstrație. Fie { X i , ..., X n , J X i , ..., J X n } un câmp ortononnat 
de repere al varietății riemanniene (M ,g). Pe de altă parte, să con
siderăm {01, ...,0n , —J0 l , ..., —J0n } câmpul corespunzător de corepere 
dual.

Din Propoziția 2, cap.l, deducem, utilizând formula (1.18):
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d = £  d1 A Vx . -  ^  J ^  A V J X i . (2.51)
2=1 2=1

Vom alege, oricare ar fi indicele j  G {1, ...n} :

X i  =  ? 2 W  +  ^ ’ < 2 '5 2 )

și va rezulta, deoarece JVj = iVj, ^ ) j  G {1, ...,n} :

^  =  ^ V j ~ ^  ( 2 ’5 3 )

In plus,

^  = ^ ( ^ j + ^ J ) , ^ J = ^ ( ^ j  (2.54)

Deci, având în vedere (2.51), (2.52), (2.53), (2.54) deducem

n  _
d = ^ ( ^  A V v . + LS  A V I/-).

Avem astfel, expresiile locale (2.50) pentru operatorii d, respectiv d.
Expresiile locale (2.50) ale operatorilor d*, respectiv d* se obțin 

utilizând formula (1.18) valabilă pe orice varietate Riernann. Avem, în 
cazul nostru:

« = -  D V A x ,  + i W t V ^ I .  (2.55)

Deducem, din (2.52), (2.53), (2.54), (2.55), formula: 

n

Avem astfel, expresiile locale (2.50) ale operatorilor d*, respectiv d .□
Exerciții.
1) Arătați că formulele (2.50) nu depind de câmpul de repere de tip 

(1,0) considerat. Indica ție. Se are în vedere proprietatea matricei de 
trecere între două câmpuri de repede de tip (1,0) de a fi unitară.

2) Demonstrați că:

E = dd* + dd* + d 'd  + d*d = 0

Indicație. Se folosesc formulele (2.50). Se consideră {Vi,...,Vn } câmp 
de repere de tip (1,0), normal în punctul p fixat. Va rezulta:
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E — — ^ [ ^  A i(V^)RVjVk + uP A i^V^R^y.]. 
j,k=i

Varietatea M  fiind varietate Kăhler, avem (2.19), de unde deducem că:

R M , Vk ) = R(JV} , JVk ), (y)j, k e  { ! ,...,n}.
Am folosit mai sus notația R(X, Y ) = R X y oricare ar fi X, V G X(M ). 
Cum JVS = iVs ,oricare ar fi indicele s G {1, ...,n}, rezultă: R(Vj, Vk ) = 
0. Analog R(Vj, V-  ̂ = 0.

Alte rezultate de tip Bochner

Urmărim să exprimăm local laplacianul complex □.
Teorema 13. (Formula Weitzenbdck pe varietăți Kăhler) Pe o 

varietate Kăhler- M, de dimensiune reală 2n, au loc formulele:

°  = ~ E V ^ +  £  CJ A I ^ R ^ , .  (2.56)
2=1 2J =  1

u=-̂ VwT + ibRWT- ib^'W  ̂ (2.57)
2=1 2=1 M = 1

unde {Vi,..., Vn ] este un câmp local de repere de tip (1,0), (w1, ...,wn } 
este câmpul său dual de corepere, iar V2 și R au semnificația obișnuită 
pe o varietate Riemann (vezi și teorema 3, Prima formulă Weitzenbdck, 
capitolul I).

Demonstrație. Vom demonstra mai întâi formula (2.57).
Se constată imediat, prin calcul, că membrul drept al formulei 

(2.57) este invariant la schimbarea câmpului de repere de tip (1,0), 
{Vî,...,K}, ales pe un deschis U Q M. Fie x G U un punct arbitrar 
fixat. Putem considera atunci {Vi,..., Vn } un câmp de repere de tip 
(1,0), normal în punctul x. Remarcăm imediat că i{Vj)ojk = 6k , iar 
în punctul x, avem Vyk i(Vj) = i(Vj)Xvk , (V)j, k G {1,..., n}. Atunci, în 
punctul x, se verifică succesiv egalitățile:

aa* =  -  £ W' A v V1( î ( U j) v vp  =  -  f  w* A / ( v jV v -  Vv_ (2.58)

F d  = -  ^ = l( i ( V j ) ^
~  ^ [ [ ' ‘ ( I j ) ^ ^ ’ ) A  ^ v ; +  i ( V j ) ^  A V v -V v J ] =  (2.59)
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Din (2.58), (2.59) deducem că, in punctul x, avem:

dd* + d*d =
= -  E?=1 V V- V V. + £ ”J = 1 [^  A z(V7 )Vv-Vv. -  A i ^ V ^ y ^ y ^

deoarece i(Vj) este antiderivare.
Având în vedere că, în punctul x, avem egalitatea ^yȘ 7 Vi = R y ^  + 

^ y y ., și R y ^  = —Ry-rVi, rezultă că, în punctul x, (2.57) este adevărată. 
Cum, conform lemei 11, se poate alege un câmp de repere de tip (1,0), 
normal în orice punct, deducem că (2.57) este adevărată pe deschisul 
U. Egalitatea (2.56) se deduce prin conjugarea egalității (2.57).

Se demonstrează imediat egalitatea:

□ = n  (2.60)

Exerciții.
1) Arătați că □ = |A .
Propoziția 14. Daca p este formă de tip (p, 0) sau (n, q) cu 0 < 

p,q < n -, atunci, cu notațiile anterioare, avem:

= (2.61)
i=i '

Daca tp este formă de tip (0,q) sau (p,n) cu 0 < p,q < n, atunci:

n
Op = '^ [ - '^ y t y7

iP-+ Rv,y-p]- (2.62)
1= 1

Demonstrație. Prin conjugare complexă orice formă de tip (p, 0), 
respectiv (n,q) devine formă de tip (0,p) respectiv (q,n), oricare ar fi 
numerele naturale p, q, 0 < p,q < n. Ca urmare, (2.62) se deduce prin 
conjugarea egalității (2.61). Se are în vedere, de asemenea, că membrul 
drept al formulelor (2.61), (2.62) este invariant la schimbarea câmpului 
de repere de tip (1,0) ales, {lj,...,V n }. Fie x G U un punct fixat. 
Alegem {Vi,..., V„} câmp de repere de tip (1,0) normal în punctul x. 
Ca urmare, în punctul x, au loc egalitățile:

V VA =  V v, Vi/? , Ry y- = V y V y- — ^ y ^ V i-

Vom demonstra acum formula (2.61).
Dacă p  este formă de tip (p, 0), atunci R y ^ p  este de asemenea 

formă de tip (p, 0). Deci, în formula (2.56) avem:

OJ1 A i ^ R y .y ^ p  = 0, ț^ ) i ,j  G {!,...,«},

de unde rezultă (2.61).
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Dacă if este formă de tip (n,q), atunci wl A i(Vj) = 6 ^ .  Luând 
•0 = R^v-jp, din (2.57), deducem (2.61). □

Oricare ar fi y? o (p,q) — formă pe varietatea Kăhler M, definim 
norma sa, notată | <p |, prin formula | p |2=< p ,p  > . Amintim că în 
Propoziția 5, din capitolul I, am dedus expresia locală a laplacianului 
funcției | p  |2 , unde p  este o p—formă definită pe o varietate Riemann. 
Analog, cu notațiile anterioare, pe o varietate Kăhler, avem:

Propoziția 15. Dacă cp este o (p,q) formă pe varietatea Kăhler 
M, atunci, local:

- n ^ l != S i l lV ^ I !  + |W i t>l! l+ , , M 
+ a , i<  >].

Demonstrație. Deoarece | p  |2 este o (0,0)— formă, din (2.61) 
avem:

- a ^ l ^ f v ^ ^ l 2 . (2.64)

Alegem {Vi,..., V„} câmp de repere de tip (1,0) normal în punctul 
arbitrar fixat x G U. Deducem, în punctul x :

i=l ‘ i=l

relație ce conduce la (2.63), având în vedere că:

^ z  < P,P > = < ^ z P ,P  > + < p, ^ z P  >,
oricare ar fi Z  un câmp de vectori complex.□

Vom spune că (p,q)~ forma p este armonică dacă și numai dacă 
□ ̂  = 0.

Formula (2.63) se simplifică considerabil dacă p este o (p, 0) sau 
(0,g)— formă armonică. In adevăr, fie p  o (p,0)-formă armonică. 
Atunci p va fi (0,p) —formă armonică. Ținând seama de (2.61), respec
tiv (2.62) avem relațiile:

£  VJ.,^ = o, £  v ^ p  = £
2=1 2=1 2=1

care utilizate în (2.63), implică:

-  □ I P |2 = f  [I V v^  I2 + I ^  I2 + < ^, « ^  >]• (2-65)
i=l

Ultimul termen din formula (2.65) are o interpretare geometrică 
interesantă, pe care o dăm în cele ce urmează.
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Fie x G M un punct arbitrar fixat. Aplicația (<p,tl>) ^ <  V ,^  >, 
cu p ,^  două (1,0)— forme conduce la un produs scalar hermitian, în 
spațiul cotangent, în punctul x, complexificat. Ea se extinde în mod 
natural la forme de tip (p, 0), oricare ar fi p € {1,..., n}.

Fie p ,^  două (p, 0)— forme arbitrare. Atunci:

< R y ^ p ,^  > =  — < <p, RviV^ > • (2.66)

In adevăr, deoarece (<p,i^ ~^< ip,^) > este o funcție, avem:

R v ^  < > =  0 (2.67)

și, pe de altă parte:

R ViV. < p ,^ > =  V Vi(V- < «p,^ > ) - 
- V v ^  < p, ^  >) -  [Vi, V ^ < p ^ >  .

Folosind proprietatea conexiunii Levi-Civita de a fi metrică, rezultă:

R v ^  < ppip > = < RvtVrp, ̂  > + < p, R y^^) > (2.68)

Din formulele (2.67), (2.68), urmează (2.66). Deci, putem scrie:

< R ViVjp, -(/) >=< p, R ^ v ^  > •

Deci operatorul £ ”=1 Rv.v- este hermitian în raport cu produsul scalar 
hermitian pe (p,0) —forme.

Considerăm endomorfismul ^ "=1 R y ^  definit pe spațiul cotangent 
în punctul x G M. Atunci, valorile sale proprii vor fi reale. Pe de 
altă parte, dacă ( este vector propriu corespunzător valorii proprii A, 
atunci J ț  are aceeași proprietate, deoarece varietatea M  fiind vari
etate Kahler, deducem că Ș ^ t  R y ^ J ț  = ^ S ”=i ^v,v-€- Ca urmare, 
V = ^ ( ( - i .7 ( )  este vector propriu corespunzător valorii proprii A. Mai 
mult, deoarece JV  =  iV, rezultă că V este de tip (1,0). Se observă că ( 
este vector propriu al endomorfisrnului ^"=1 R-ViV? ce corespunde valorii 
proprii (—A). In adevăr, E X i ^ v ; ^  = A£ conduce prin conjugare com
plexă la £"= i Ry,y^ = A( și cum R y ^ ț  = —RviV^> rezultă afirmația 
făcută. Ca urmare, V = ^ ( (  + i.7^) este vector propriu al endornorfis- 
mului £"= l  Rv,v^, corespunzător valorii proprii (—A). Mai mult, el este 
de tip (0,1). Există deci 7 un covector real încât V = ^ ( 7  — U7), și, 
ca urmare, V = ^ ( 7  + U7). Deci, g fiind metrica hermitiană pe M, 
din care provine metrica <, >, avem:

< V ,V > =  3(7,7)-

Putem alege însă pe 7 încât 3(7,7) = 1 și rezultă <V, V > =  1.
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Fie acum Vx subspațiul vectorilor proprii corespunzători valorii pro
prii A € R, a endomorfismului £"= i R v ^  a > spațiului cotangent în 
punctul x, complexificat, T*C M. Am arătat mai sus că putem alege 
V E Vx un vector de tip (1,0), cu proprietatea g(V,V) = 1. în plus, 
avem V E V~x și V  este vector de tip (0,1). Considerăm P2 planul 
vectorial generat de {V,V}. Forma biliniară simetrică j|p2este nedege
nerată deoarece matricea ei asociată în reperul {V, V} este nedege
nerată; ea este:

/  < V,V_ > <V,V_>  A _  /  0 1 \
 ̂< v, v > < v, v > ; i o ; ■

Deducem că planul P2 admite un complement ortogonal P /  încât 
T*C M = P2 ® P^.

Pe de altă parte, restricția endomorfismului £ ”=1 Rv^- b  P2 este 
un endomorfism al lui P^- și are aceleași proprietăți ca și 2X 1 R v^- 
Se poate continua procedeul descris mai sus. După n pași se obține o 
bază { ^ l , - , C ‘, € \ - > f 1} a  lui T*c M  formată din vectori proprii ai 
endomorfismului 527=1 încât

< ^ , 7  > =  € T ^ M .  (2.69)

Considerăm £ X i R v,v  ̂ & = ^ j ț3 (nu se sumeaza după j). Deoarece 
X - -X "  sunt 1— forme de tip (1,0), oricare ar fi j  G {l,...,n}, există 
1 —forma reală 7J cu proprietatea 7  = ^ ( 7 J — ^ 7 J )-

Din (2.69) deducem că B = { 7 l , J 7 1 , ..., 7” , J 7 ’1} este o bază orto- 
normată în raport cu gx a spațiului cotangent în x la M.

Fie {(•[, Je^  ..., en , Jen } duala bazei B, care este bază ortonormată 
în TX M. Expresia £"=1 R v ^  nu depinde de alegerea câmpului de repere 
{V i,.X n} de tip (1,0). Atunci, este indicat să alegem:

In punctul x, avem, oricare ar fi indicele j  E {1, ...,n}

A; = <  2X 1 R v ^ 3 A 3 > =  -  < 2X 1 R & , J e ^  -h 3 >= 
=  -  < 2 X i  R (e t, ■

Din identitatea Bianchi, deducem:
n

Aj = ^ [ <  R(cj,ei)ej,ei > + < R(ej, Jei)ej,ei >]. 
i=l

Astfel, în punctul x, am demonstrat că

Aj =  - R i c ^ C j Y W j  E { l , . . ,n } .
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Amintim că 52"= i RvtVr acționează ca o derivare pe algebra tenso- 
rială. Este comod să utilzăm, în punctul x. scrierea ip =  52/ P iț1 > unde 
I  = ( i i , ..., ip ), ii < ... < ip , ipt  G R ,^  =  f 1 A ...Af1'. Pentru a simplifica 
calculele, fără a restrânge generalitatea, vom considera I  = (l,...,p). 
Atunci:

n p n
( E  R ViV- ) e  =  £  A  -  A  ( E  R v ^ 3 A  . . .  A  ^  =  (A ! +  . . .  +  AP K ' . 

i= l  j  =  l i= l

Se observă că {^} / este o bază ortonormată în raport cu produsul 
scalar <, > pe spațiul formelor de tip (p, 0), în punctul x. Ca urmare, 
oricare ar fi o (p, 0) formă <p, în punctul x avem:

< V ^ R v ^ '- P  >= -  < ^ R v ^ V  >= - E ( E AJ) I Vi I2 ’ 
1=1 1=1 I jEf

de unde:
< ^ f  R V i ^  > =  E  I ^ / I2 ^  R ic ^ e ^ ) .

i=i / je/

Cum însă, oricare ar fi indicele j  G {1, ...,n) :

A, = < ^ R v ^ \ e >  = < E ^ l vVJ ,V j>, 
2=1 2=1

putem considera Aj valoare proprie corespunzătoare vectorului propriu 
VjiWi) £ {V -> n }- Cu notațiile anterioare, avem:

Teorema 16. Fie M o varietate Kăhler de dimensiune reală 2n. 
Considerăm {e^ Jei, ...,en , Jen } o bază ortonormată din TX M, cu pro
prietatea că vectorii completi de tip (1,0) :

S W  =  ^ €j ~ i J e J ^ j  e  {1>

sunt vectori proprii ai endomorfismului 52"= i R v ^  ol lui TX M cores
punzători respectiv valorilor proprii reale X j,j G {1, ...,n}.

Fie { ^ ,...,C }  duala bazei {Vi, —,Vn }, de tip (1,0). Dacă p> = 
Y,iV i£ l  e s te 0 (?>!))■ formă armonică, atunci:

- □  I v  F= S ’U I ^  |2 + | v w  |2|+  , .

Conjugata complexă a unei (0,p)—forme este o (p, 0)— formă.
Având în vedere faptul că | ^  |= | ^  |, deducem că (2.70) este 

adevărată și pentru (0,p)— forme.
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Este cunoscut [10] că pe o varietate Kăhler *□ = □*, unde * este 
operatorul lui Hodge, complex. Dacă 92 este o (n,q) — formă, atunci 
este o (n — g, 0) — formă, de unde deducem că (2.70) este adevărată și 
pentru (n,q) și (p,n) forme.

Pentru a putea enunța un nou rezultat de tehnică Bochner, pe o 
varietate Kăhler, definim acum noțiunea de curbură bisecțională. Fie 
v,w  vectori unitari din spațiul tangent în punctul x e M, unde M 
este o varietate Kăhler de dimensiune reală 2n. Prin definiție, curbura 
bisecțională Bțv,w ) a planului Sp{v,w} este:

B(y, w) = — < R(v, Jv)w, Jw > . (2-71)

Observația următoare ne arată motivul pentru care B țv,w ) poartă 
numele de curbură bisecțională.

Din identitatea lui Bianchi, rezultă:

< R{v, Jv)w, Jw > = < Rțw, v)w, v > + < R(v, Jw)v, Jw > .

Deci Bțv, w) este suma a două curburi secționale.
Recomandăm urmărirea atentă a proprietăților expuse în setul de 

exerciții de mai jos. Ele se vor utiliza ulterior.
Exerciții
1) Fie V = Vx + iV'2 un vector complex unde V, V, € TXM. Vom 

spune că Vi este partea reală a vectorului V și vom nota Vi = ReV. 
Atunci, oricare ar fi V ,W  G T ^  M  doi vectori de tip (1,0) cu propri
etatea < ReV, ReV > = < ReW, ReW  > =  1, avem:

B{ReV,ReW ) = ^ <  R {V ,V)W ,W  > . (2.72)

Indicație. Verificarea egalității (2.72) se face prin calcul, folosind (2.71).
2) Tensorul de curbură R al unei metrici Kăhler are următoarele 

proprietăți: dacă {V,..., Vn } este un câmp de repere de tip (1,0), iar 
{w1,...,^"} este câmpul său dual de corepere, atunci

R ^ Ă W  = SX i R l̂ V l ,_R(Vl ,V j )wk =
= -  ZXi R ^ 1, R{Vi, V ^ k = E H I  R ^ .

n

R(V> V j ) V  ̂ — ’ R i j l k \ l i  R i j k l  — R i l k j i  R i j k l  — R j i l k i
(=1

R i j k l  R k j i h  R i j k l  — R k l i j i

Teorema 17. Fie M o varietate Kăhler, compactă, cu

(2.73)

(2-74)

(2-75)

curbura
bisecțională nenegativă. Atunci, orice (1,1)— formă armonică reală pe 
M este paralelă. Dacă curbura bisecțională este quasi-pozitivă, orice 
(1,1)— forma armonică reală este multiplu real de forma Kăhler.
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Demonstrație. Fie p o (1,1)— formă armonică, reală. Deci, p = p 
și din (2.57), (2.56) avem, cu notațiile din teorema 13, respectiv:

£  ^ v -V ’ -  E  ^ ^  +  E  ^  A i ^ R v ^  = 0 (2.76)
2=1 2=1 ij = l

-  £  V2̂  + E  ^  A = 0. (2.77)
2=1 ij=l

Cum, din (2.63) avem: 

n n
a  I f  l'= -  E li  V v^  |2 +  | V W  |2] -  2 £  < V 2^ ,  $5 >, 

2=1 2=1 '

rezultă din (2.77): 

n TI
-  □ I |2 = £ [ |  V ^  I2 + I V ^  |2] + 2 <  £  ^ M țV - ) R V]V.p ,p >  • 

2=1 ÎJ = 1
(2.78) 

Introducem acum notația:

F (V ) =< E A  ^ i i R v ^ ^  v  > •

Deoarece p este (1,1)— formă reală, există local (1,0)— formele 
{01, . ..,#"} cu proprietatea < G1^  >= S ij,(y)i,j G {l,...,n}, astfel 
încât p = ț  EîLi p id^G 1, unde ^ i, ...,p n sunt funcții continui cu valori 
reale. Cum câmpul de repere { w ',...,w n } este arbitrar, putem alege 
OJ\ X) = 9l țx) oricare ar fi indicele i G {l,...,n}, unde x este un punct 
arbitrar fixat. Deci, în punctul x, avem p = ț  Ș^i^ pi^J1 A w2 și, ca 
urmare, utilizând (2.73), rezultă:

E"j = i w1 A ițV ^R VjV-p = |  E " ; , ^ ^ 1 A i{Vj)RV jv7(pk^k  ̂  ^  = 
= |  S"j,t=i P k^  A i țV j ^ R ^ y ^  A ajk + u k A R V]v ^ k ] = 
= - |  I7 j /= i  Vk^1 A i(Vj)[Rj t ik^1 Aw^ + w4 A Rj t ki^‘] = 

= |  £ îj,i= i PklRkiikU1 Au? — RjikjOJ1 A ? ] .

Atunci:

F ^ )  = - ^ j j c,s=AR kiik<PkV’s f y l
l) ~ R j i k j W ^ t â )  = 

- { £ M =I RksskVkVs -  £j>=i fijss> s)2 ]-
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Din (2.75), urmează acum:

? & )  = - Î E , S=1 RsskkVkVs ~ I% s=i R s s j jM 2] =
8 Sj,s=l[ ^Rssjj^j^s + R ssjj^s) T R jjss^j} ] =

8 ^>5=1 Rssjj&j ~ ^s) •
Din (2.78) deducem:

-O  I V |2 = D l  V ț V  I2 + I V K f  |! | + ;  E  R , . ^ ,  -  v ,)2 - 
i=l ’  >,«=1

Acum, din (2.72) avem:

B(ReVs> ReVj) = ^ R ssjj,

iar din ipoteza teoremei deducem RSSjj > 0, oricare ar fi indicii * J  € 
{1,..., n}. Ca urmare, —□ | (p |2 > 0, în punctul x, arbitrar fixat, de unde 
— d | V |2 > 0 pe tot deschisul considerat. Din principiu) maximului al 
lui Hopf, avem deci

Vv;^ = ^v-p  = 0, (V)i G { l ,- ,n } ,

adică p  este paralelă. In plus,

^  Rssjj (pj ~ Vs) = 0 .

Presupunând că există un punct x CU proprietatea că — R,Sjj(x) > 0, 
rezultă p>j[x) = <ps (x),(\/)j, s 6 {l,...,n}. Notăm a =  ^i(.rj = ... = 
<pn (x)- Observăm că a  6 R, deoarece (1,1)— forma p este reală. Forma 
Kăhler pe M  fiind $  = —i Ș ^ i ^  A wJ , deducem că p(x) = a $ ( i) . 
Fie acum (1,1) forma p  — aQ. Ea este paralelă și nulă în x. Rezultă că 
ea este nulă, deci p  = aQ, a  G R.
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3

A lgebre Clifford

G eneralități

Noțiunea de algebră Clifford este indispensabilă pentru construcția 
unor structuri având ca bază o varietate Rieinann ca, de exemplu, 
fibrarea Clifford sau eventuale structuri spinoriale. Introducerea aces
tor structuri va permite definirea operatorului Dirac care joacă, pe 
aceste structuri, un rol asemănător cu operatorul Laplace, studiat an
terior. Unele rezultate de tip Bochner obținute în capitolele precedente 
capătă demonstrații mult mai elegante utilizând formalismul Clifford.

Definiție [3]. Fie V' un spațiu vectorial peste corpul comutativ K, 
de caracteristică diferită de 2 și Q : l 7 ^  K  forma patratică asociată 
formei biliniare simetrice B : V x V —> K.

Se numește algebră Clifford asociată formei patraticeQ și se notează 
C(Q) o algebră asociativă peste corpul A,cu element unitate 1, cu 
următoarele proprietăți:

i) Există 0 : V —> C{Q) o aplicație liniară cu proprietatea

a) Oricare ar fi algebra asociativă .4 peste corpul K, cu element 
unitate 1 și aplicația liniară u : V A cu proprietatea

(Î^ X))2 = -Q (x )l, (V)x G V,

rezultă că există un morfism de algebre unic u' : C(Q) -> 4  ce face 
comutativă diagrama:

59
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60 Algebre Clifford

C(Q)
(3.1)

Teorema 1. Dacă există, algebra Clifford C(Q) este unică până la 
un izomorfism.

Demonstrație. Presupunem că există C(Q) și C (Q \ algebre Clif
ford asociate formei patratice Q : V  K. Notăm cu 0 : V —> C(Q) 
respectiv 3' : V -^ C(Q)' aplicațiile liniare date de proprietatea i) din 
definiția algebrei Clifford C(Q), respectiv C(Qy.

Utilizând proprietatea ii) din definiția algebrei Clifford C(Q), cu 
algebra A = C(Q)' și aplicația liniară u = 3' : V —> C{Q)', rezultă 
că există în mod unic un morfism de algebre u' : C(Q) —> C(Q)' cu 
proprietatea u' o 6 = 0'.

Inversând acum rolul celor două algebre Clifford C(Q) și C(Q)' 
rezultă un unic morfism de algebre u" : C(Q)' —> C(Q) cu proprietatea 
că u" o 9' = 3.

Deducem că u"ou'o3 =  0 și u'ou"o3' = 0'. Rezultă u'ou" = IdcțQy 
și u" o u1 = IdC (Qy In adevăr, de exemplu egalitatea u' o u" = Id(^Qy 
rezultă astfel: considerând în proprietatea ii) din definiția algebrei Clif
ford C(Q)', algebra A = C(Q)', iar aplicația liniară u = 6', deducem că 
Idc(Q)' este unicul morfism de algebre cu proprietatea IdC (Qy o3' = 3'. 
Atunci, din egalitatea u' o u" o 3' = 3' deducem că u' o u" = Idc(Qy-

Am demonstrat astfel că morfismele de algebre u',u" sunt unul in
versul celuilalt, deci sunt izomorfisme. Ca urmare algebrele C(Q) și 
C{Q)' sunt izomorfe.D

Dăm în continuare demonstrația teoremei de existență a algebrei 
Clifford C(Q) din [3].

Teorema 2. Oricare ar fi forma patratică Q : V —̂ K  definită pe 
spațiul vectorial V peste corpul comutativ K, de caracteristică diferită 
de 2, există algebra Clifford C{Q).

Demonstrație. Fie algebra tensorială a lui V :

T țV ) = K & V & V & V & .. .

și I(Q) idealul bilateral generat, în această algebră, de către elementele 
de forma x ®x + Q(x).l, x G V. Vom demonstra căC(Q) este izomorfă 
cu algebraT(V )/I(Q ). în adevăr, fie/; : TțV ) —> T (V )/I(Q ) morfismul 
canonic și i : V —> T(V) incluziunea. Atunci aplicația 3 = p o i are 
proprietățile cerute de i) din definiția algebrei Clifford. Oricare ar fi 
vectorul x 6 V, avem:

( ^ j ) 2 = (.P ° 0 W  (/> ° ! )W  = P(x)p(x) = p(* ® x) = -Q (x).l.
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Fie o aplicație liniara u : V —> A, cu proprietatea (u(i))2 = -Q ( i) . l , 
4  fiind o algebră asociativă cu element unitate 1, peste corpul K. Din 
proprietatea de universalitate a algebrei tensoriale T(V), există mor- 
fismul unic de algebre u : T(V) —> A ce face comutativă diagrama:

T(V)

V A

Pe I(Q) avem u” = 0. Atunci, există un morfism unic de algebre ce 
închide diagarama:

T W / I W
P Z  \ u '
T(V) Z  A

Avem, oricare ar fi vectorul x E V :

u(6(x)) = u'(p(x)) = u (x) = u(x), 

deci u' este morfismul de algebre cerut de proprietatea ii) din definiția 
algebrei Clifford. In concluzie algebra Clifford C(Q) este izomorfă cu 
T(V)/I(Q ).O

Este de observat că rezultatele de mai sus sunt valabile atât în cazul 
finit dimensional cât și în cazul infinit dimensional.

Vom utiliza în continuare numai cazul finit dimensional. Pentru a 
putea deduce dimensiunea algebrei Clifford, în acest caz, este util de 
considerat noțiunea de produs tensorial Z2— graduat de algebre Z2- 
graduate.

Fie A = Ao ® Ai și B = Bo ® B^ două algebre Z2 — graduate
A

asociative, cu element unitate. Algebra C = A ® B  este algebra Z2- 
graduată C = Co © Ci, unde:

Co = (AQ ® BQ) ® (Ai ® Bi), Ci = (AQ ® BI )®  (Ai ® Bo),

iar produsul este definit prin formula:

(a®b j )(ai®b) = ( - l ) l j aai ®bj b, , .
(V)a E A, b E B, ai E Ai,bj E B} , i , j  E Z2 . ' '

Se demonstrează imediat că C  este o algebră asociativă cu element 
unitate 1 = 1'®  1", unde 1', 1" reprezintă elementul unitate din A 
respectiv B. Produsul tesorial Z2 — graduat de algebre Z2- graduate 
este asociativ.

Pe de altă parte, fie un corp K  și a E K  un element fixat. Se 
consideră algebra bidimensională Z2 — graduată K(a) = K \® K f  unde
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62 Algebre Clifford

1 este elementul unitate al algebrei și / 2 =  a l .  De exemplu, când corpul 
K  coincide cu corpul real R, atunci R (—1) — C.

Următoarea teoremă este foarte utilă pentru studiul algebrelor Clif
ford finit dimensionale.

Teorema 3. Fie scalarii a i , . . . ,a n din corpul K. Algebra Z2 — 
graduată A = K (ai) 0  ... 0  K ța n ) are dimensiunea 2n . Dacă K(ai) = 
K 1® K fi, f f  =  ail,(V)z € {l,...,n}, o bază a algebrei A este

B = (Cij, •••e iJ }l<i1<...<ij<n (3-3)s=0,l,...,n

unde pentru s = 0 se consideră prin convenție elementul unitate al 
algebrei A, iar

ei = 1 0  ...10 fi ® 1 ® ... ® l,n  — f  a c to r ie i  G {1,..., n}, (3.4)

fi ocupând locul i în definirea elementului e^ Mai mult, avem formulele 
de calcul:

eiCj 4- ejCi = 2ai6ijlA , (V)i,j G {1, - ,n } ,  (3.5)

I4 = 1 ® ... ® 1 țn factori) fiind elementul unitate din algebra .4.
Ca algebră Z2 — graduată, algebra A se scrie .4 = .4o®.4|, unde 

spațiul vectorial .4o este generat de elementele din baza B cu s par iar 
spațiul vectorial Ai este generat de elementele din baza B cu s impar.

Demonstrație. Se procedează prin inducție după n. Dacă n = 1, 
concluzia teoremei este evident adevărată deoarece, în acest caz, er = 
fi. Presupunem adevărată concluzia teoremei pentru algebra

B = K(aC) ® 8  K (a n -i).

Conform ipotezei de inducție, o bază a algebrei B este

B — {9ii ••■9is } l<ii<..<i!!<n-l5=0,1,.,.,n— 1

unde

ft = 1® ...10fi ® 1 ® ... ® l,n  — 1 f  a c to r ie i  G {1,..., n — 1}, 

fi ocupând locul i în definirea elementului gi. Tot din ipoteza de 
inducție, sunt valabile formulele de calcul:

9i9j + 9}9i = M y l f l ,  W h  'j € { l , - , n  -  1}, (3.6)
1B = 1 ® - ®  l  (n — 1 factori) fiind elementul unitate din algebra B.

A
Avem A = B 0  K{an ), deci spațiul vectorial A fiind produsul tensorial 
al spațiilor vectoriale B și K (a n ) va admite o bază

B” = {9n-- 9is ® l ^ i f -  gi., 0  fn, Ifl ® fn, 1B ® l}l<iK...<is<n-l. (3.7)5=1,...,71—1
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Se observă fără nici o dificultate că ^  = B". In adevăr, cardB = cardB" 
și au loc egalitățile:

9n -9 is ® 1 =  (&i ® l ) - ( ^  ® 1) =  e ^ -e ^ , 
1B ® fn = Cn, Ifî ® 1 =  U ,

9ii-9 is ® fn = (9it ® l ) . . .( j î3 ® 1)(1B ® f n ) = e ii-e Zsen , 
(V) i<i, <...<!s <n-l, S =  0, 1, ..., 71 1.

Având în vedere formula (3.6) se deduce formula (3.5). In adevăr, 
pentru i , j  E {1,..., n — 1}, avem:

eiej + ejet = (gz ® 1)(^  ® 1) +  (^  ® 1)(& ® 1) = 
(9î9j + 9j9i) ® 1 —2tti5yl.

Avem de asemenea, pentru orice i E {1, ...,n  — 1} :

et en + en et = (gz ® 1)(1B  ® f n ) +  (1 B  ® / n )(^  ® 1) = 
9z® fn ~  9z ® fn =  0

având în vedere că elementul unitate al oricărei algebre graduate face 
parte din componenta 0 a algebrei iar gi E Bo (din ipoteza de inducție), 
f n  fiind din componenta 1 a algebrei K{an ), conform definiției acesteia 
(vezi de asemenea formula (3.2)).

Ultima afirmație din concluzia teoremei este evidentă deoarece o 
baza avem B = B", cu B" dată de formula (3.7).n

T eorem a 4. Fie K —spațiul vectorial de dimensiune finită n, cu 
caracteristica corpului K  diferită de 2, dotat cu forma patratică Q : 
V K a cărei formă polară o notăm B. Fie {fi, ■■■, f n } o bază ortogo
nală în raport cu Q a lui V, încât B ( f1, fj) = —diâij, ^ f i , j  E {1,..., n}. 
Atunci:

C(Q) ~  K ța i ) ® ... ® K ța n ^ ).

Demonstrație. Vom demonstra că algebra

A =  K {a y) ® ... ® K (a n )

are proprietățile i),ii) din definiția algebrei Clifford C țQ f 
Considerăm aplicația

0: V - ^  4 , 0 ^ )  = e ^ ^ i E  { ! ,...,n}, 

elementul ez fiind definit prin formula (3.4) și extindem aplicația 0 prin 
liniaritate. Oricare ar fi vectorul x EV, x = ^ i = i

x t fi, deducem:

= IX  iC )̂2 2̂ + + eje^.
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Din formula (3.5), avem:

i=l

Deci aplicația liniară 0 îndeplinește condiția i) din definiția algebrei 
Clifford C(Q).

Cu scopul de a arăta că algebra A verifică și proprietatea ii) de 
definire a algebrei Clifford C(Q), să considerăm o K -algebră B, aso
ciativă, cu elementul unitate 1 și u : V —> B o aplicație liniară cu 
proprietatea (u(x))2 = -Q ( i ) l ,  (V)x G V. Se pune problema de a arăta 
că există un unic morfism de algebre u' : A —> B cu proprietatea că 
u' o0 = u. O bază a algebrei A este B dată prin formulele (3.3), (3.4). 
Definim aplicația u' : A —> B pe această bază, apoi o extindem prin 
liniaritate. Punem:

(V)l < ii < ... < is < n, s =  0,1,..., n.

Deoarece avem (u(x))2 = -Q(.T)1,(V)I - € V, rezultă:

u (fzM fj)  + u(fj)u(fi) =  2^6^14, (V)i,j E {1, ...,n},

adică formule asemănătoare cu formulele (3.5). De aci deducem că u' 
este morfism de algebre. Mai mult, din definiție, u' o0 = u. Unicitatea 
morfismului de algebre u' \ A B rezultă din construcția sa. □

Observații
1) Aplicația liniară# : V —> C(Q) ce îndeplinește proprietatea/) din 

definiția algebrei Clifford C{Q) este injectivă, cum rezultă din teorema 
4. De aceea, vom considera spațiul vectorial inclus în mod canonic în 
algebra Clifford C(Q), aplicația liniară 0 : V C(Q) fiind incluziunea.

2) Dacă dimV = n, atunci dimC(Q) = 2n . Dacă {ei,...,en } este 
o bază a lui V ortogonală în raport cu forma patratică Q, o bază a 
algebrei Clifford C(Q) este B, dată prin formula (3.3).

3) Algebra Clifford C(Q) este Z2 -  graduată și anume,

C («) = C ( 0 '® C ( Q ) '

unde spațiul vectorial C(Q)° este generat de elementele din baza B, cu 
s par iar spațiul vectorial C(Q)1 este generat de elementele din baza 
B, cu s impar. Mai mult, C(Q)° este subalgebră a algebrei C(Q).

4) Oricare ar fi x, y G V, se verifică egalitatea:

xy + yx = -2 B (x , y)A. (3.8)
5) In particular, dacă {eL, ...,en } este o bază ortonormată în raport 

cu Q a spațiului vectorial real V, încât oricare ar fi indicii i , j  G {1,..., n} 
avem B^e^ej) — t l6l ] , f l G { — 1,1}, atunci:
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6,6̂  + CjCi =  -2 6 ,^ ,  (W)i,j G { 1 , n}. (3.9)

Exemple
1) Fie Q : R  —> R, forma patratică dată de Q(x) =  z 2 , (V) z G R. 

Algebra Clifford C(Q) corespunzătoare este bidimensională. Fie e = 1 
baza canonică a spațiului vectorial R. O bază a lui C(Q) este {l,e}. 
Avem:

e2 =  -1 ,
și rezultă C(Q) algebră izomorfă cu algebra C a numerelor complexe.

2) Fie Q : R 2 R, forma patratică standard, Q(x) = ( z j 2 + 
(.Z2)2 , (V)z = (zi, Z2) G R 2 . Baza canonică {ei, 62} a spațiului vectorial 
R 2 fiind ortonormată în raport cu Q, deducem că o bază a algebrei 
Clifford C(Q) este B = {1, ei, e2 , eie2}. Legea de multiplicare a algebrei 
Clifford C(Q), urmare a proprietății (3.8), implică:

6? = e 2 = (eie2)2 = -1
6 1 6 2  =  - 6 2 6 1 , 6 1 ( 6 1 6 2 )  =  - ( e i e 2 ) e i  =  - e 2 , 

6 2 ( 6 1 6 2 )  =  - ( 6 1 6 2 ) 6 2  =  C p

Se observă imediat că C(Q) este algebră izomorfă cu algebra H a 
quaternionilor, un izomorfism al lor fiind dat de aplicația f  : C(Q) —> 
H, dată de:

/ ( l )  =  l , / ( e i )  =  i , / ( e 2 ) = j j ( 6 i 6 2 )  =  k

unde { l,i ,j,k }  este baza canonică a algebrei quaternionilor.
3) Dacă forma patratică Q este identic nulă, atunci algebra C(Q) 

este izomorfă cu algebra exterioară W
Se demonstrează imediat:
Propoziția 5. Există un izomorfism unic de spații vectoriale h : 

C(Q) -4 AC cu proprietatea:

^(c^.-.e^) 6^ A ... A e^, ,̂  IQ\

1 < ii < ... < is < n, s G {0,..., n}, e0 =  1, '
unde {ei,...,cn } este o bază ortonormată în raport cu Q a spațiului 
vectorial \r .

Demonstrația este un simplu exercițiu de algebră liniară.
Este totuși de remarcat că h nu este un izomorfism între algebreie 

C(Q) și AV dacă forma patratică Q nu este identic nulă. Dacă h ar fi 
izomorfism de algebre, oricare ar fi vectorul z G V ar urma egalitatea 
h(x2 ) = h(x) A hțx) = 0 sau Q(z) = 0, adică forma patratică Q ar fi 
identic nulă, ceeace este fals.

Propoziția 6. Există un unic automorfism a  : C(Q) —> C(Q) cu 
proprietatea că ațx) = —x, (V)z G V.
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Demonstrație. Aplicația a : V ^  C(Q),a(x) = —x este liniară 
și verifică proprietatea (a ( i))2 =  -Q ( i ) l .  Ca urmare a proprietății 
de universalitate a algebrei Clifford, deducem că există un morfism de 
algebre unic 5  : C(Q) —> C(Q) ce face comutativă diagrama:

C(Q) 
0 \  5

V ^  C(Q)

Rezultă

â ^ - e ^  = { - l y e i . - . e i ^ ^ i  < ii < ... < is < n ,s = 0 ,1 ,...,n,

unde { e i,...,^ }  este o bază ortogonală în raport cu Q a lui V. Ca 
urmare, 5 : C(Q) —> C{Q) este un automorfism. Se notează ci cu a.D

Observăm că a 2 = Idc(Q) iar

C(Q)° = {9 e C(Q) | ațg) = g}, C ^ y  = {g e C{Q) | «(g) = -g}.

Automorfismul a : C(Q) —> C{Q), dat mai sus, poartă numele de 
automorfismul canonic al algebrei Clifford C țQ \

Algebra Clifford C(Q) posedă de asemenea un antiautomorfism fi : 
CțQ) —> C(Q) pe care îl definim mai jos. Facem următoarea observație 
preliminară: dacă A este o K — algebră, spațiul vectorial A poate fi 
dotat cu o nouă structură de algebră A cu multiplicarea * : A X A  —> A 
dată de formula:

x * y — yx, ^ ) x ,  y A,
unde juxtapunerea din membrul drept reprezintă produsul în algebra 
dată A. Dacă algebra A este comutativă, atunci A = A.

Fie acum algebra Clifford CțQ). Considerăm algebra C(Q). Notăm 
0 : V C{Q) incluziunea. Avem:

ețx) * o{x) = ețx)e(x) = - Q țx y ,

deci există un unic morfism de algebre fi : C(Q) —> C(Q) care face 
comutativă diagrama:

c(Q )

V ^  C(Q)

Rezultă

(V)i < h < ••• < is ^ A  =  0 , l , ..., n,
unde {e1 ? .,.,e„} este o bază ortogonală în raport cu Q a lui V. Ca 
urmare, fi-. CțQ) —> CțQ) este un izomorfism ce poartă numele de 
antiautomorfismul canonic al algebrei Clifford C(Q).
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Grupurile Pin și Spin

In cele ce urmează, vom restrânge generalitatea considerând spațiul 
vectorial R" dotat cu forma patratică standard

Q(x) = i j  + ... + x^, (V)T = ( i i ,  ...,xn ) G R n .

Este de observat că forma polară a lui Q este produsul scalar stan
dard <, > pe R n . Vom nota Cln algebra Clifford corespunzătoare. Se 
introduce grupul multiplicativ Cl*n al elementelor inversabile din al
gebra Clifford Cln . De exemplu, oricare ar fi vectorul nenul x  G R n , 
rezultă x G C(Q)* deoarece x admite elementul invers a;- 1  = —Q^ X .

Construim reprezentarea p : Cl^ —> GL(C(Q)) a acestui grup. Prin 
definiție luăm:

p(g)x = a(g}zg~\ W g  e C t^  z  £ C (Q \

Considerăm acum grupul Clifford Q, care este grupul elementelor din 
Cln ce invariază Rn :

^  = {5 e crn I p(g)x G R", (V).r G R”}

și 7 restricția reprezentării p la Q. Se observă imediat că

^ 9 )2  = a(g)xg~ l =
( V ^ G D .Z G R ". J

In adevăr, dacă g G Q,x G Rn , atunci 7(5)1; = a(g)xg~ l din definiția 
reprezentării 7. Mai mult, cum ^țg)x  G R”, deducem aplicând auto- 
morfismul canonic a  ambilor membri ai acestei egalități:

-  7(9)^ = g^(x)a(g~1) = -gx((ffg))~ l . (3.12)

Propoziția 7. Oricare ar fi vectorul y G R’1, rezultă că y G Q și 
7(y) = sy , unde sy este simetria definită de vectorul y.

Demonstrație. Calculăm jțy )x , (V) x G R n . Cum ațx) = —x, 
rezultă:

. . —x dacă y = x,
ffyyx  = —xyx = < , -J  y y daca < x ,y  > =  0.

Deci ^țy) = sy . □
Fie 0{n) grupul ortogonal.
Propoziția 8. Im ^ = O{n), ker7 = K*.
Demonstrație. Demonstrăm mai întâi că oricare ar fi j  G O avem 

7(5) G O{n). Necesar și suficient ca o aplicație liniară a spațiului vec
torial R u să fie ortogonală este ca ea să ducă orice bază ortogonală
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într-o bază ortogonală. Fie {ei,...,en } o bază ortogonală a lui R n 
și Ji = y(g)ei,i € {l,...,n}. Utilizând (3.11) și (3.8) calculăm, (V) 
i j  G {1, ...,n}:

(7(5)62) (7(p)ej) + (7(5)eJ (7(5W  =
o W & e j + ej et )(a(g))-1 =  -2(^1  =  - 2  < 'y(g)ei ,'y(g)ej  > 1 ’

deci < 7(5)6;,7(5)6; > =  6ij,(Y)i,j G {l,...,n}. Ca urmare, 7(5) G 
O(n) deci Im y  C O(n). Pentru a demonstra incluziunea opusă, fie 
u G O(n). Conform teoremei Cartan, transformarea ortogonală u este o 
compunere de cel mult n simetrii. Există vectorii 17,..., x h G R ",/i < n, 
cu proprietatea u = sXl o ... o sX h. Fie elementul g = xi...Xh G Q. 
Conform Propoziției 7, 7(5) = sXl o ... o sX h , deci Im y  = O(n).

Examinăm acum ker 7. Un element 5 G fi este din ker 7 dacă și 
numai dacă y(g)x = x, (V)x G R n . Fie {ei, ...,e„} o bază ortonormată 
a lui R n și B = {e^, ...e2s}i<i1<„.<is<n baza corespunzătoare din Cln .

3 =  0,1,...,21

Elementul g se scrie:

5 =  12
l<ii<...<i,<n 

3 = 0,1,...,22

Cum g G ker 7, oricare ar fi z G {1, ...,n}, rezultă gez = etg, adică:

£  ( - ) V ^ 6 I1 ,...eIse2 = 12 g1- 1̂ ^ , . . ^ .  (3.13)
l<ii<,..<i.,<n l<ii <...<is<n

s=0,l,...,7i 5=0)l,...,n

Se constată imediat că {ei1,...e,Jei}i<11<...<;s<2i este un sistem de ele- 
5 =  0,1,...,71

mente liniar independente din Cln , deci constitue o nouă bază a algebrei 
Clifford Cln . Pe de altă parte, (V)l < ii < ... < is < n, s G {0,1,..., n} :

^;e2,, ■ • - C2̂  t ( i | ,..., i5 , i)e jj, . ..c^tj,

cu f(ii,...,is ; i) G { +  1, -1}. Deci (3.13) implică (V)l < zi < ... < is < 
n, s G {0,1,..., n} :

H V 1 ' ^ , . . . ^  = e ^ , . . . , ^ ) ^ 1" ’’.

Fie acum un șir de indici (27,...,zs ), 1 < Zi < ... < z., < n ,s  G {1, --,zz}, 
arbitrar fixat. Alegând z = i ^ k  G {1 ,—,.s}, avem e(z1 5 ..., zs ; z) = 
( —l) ’- 1 , deci g1'--^ = (). Deducem că <7 = #ol, deci g G K*. Acum este 
evident că avem ker 7 =  K*. □

Propoziția 8 arată că grupul Clifford se poate considera ca fiind:

fi =  {.r1....-r/i | x l G R n , z =  l ,. . . ,h ,h  G N}.

Două subgrupuri de deosebit interes ale sale sunt:
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Pin{n) = {§ 6 Q | j  =  i 1...i/1, i ;  G Rn , Q(xi) = 1, z = 1 , h} 
Spin{n) = {g 6 Pin(n) | g = x^-xn , Xi G Rn , Q{xt } = l ,h  — par}.

(3-14)
Se notează p restricția reprezentării 7 a grupului Clifford Q la 

Pin(n) respectiv la Spin(n).
Este un simplu exercițiu demonstrarea afirmațiilor:

p{Pin{n)} = 0{n},p{Spin{n}} = SO(n),kerp = Z2 .

Se demonstrează [30] că Pin(n), Spin(n) sunt grupuri Lie.
De asemenea Spinări) este un grup conex pentru n > 2. In adevăr, 

deoarece p : Spinfn} —> SO(n) este un morfism surjectiv de grupuri cu 
nucleul Z2 , este suficient de demonstrat că există un drum cu elemente 
din Spin(n) ce unește elementul neutru 1 G Spin{n} cu opusul său, 
(-1 ) G Spin{n}. Dacă n > 2, un astfel de drum poate fi a : ( — 1,!) —> 
Spin(n) :

a{t) = — cos^irt) — sin(7ri)eie2 .

Acest drum este în Spinări) deoarece:

a(t) = (co s(^ )e i + sin(^f)e2)(cos(^ )e 1 -  s in (^ )e 2).

Pentru n > 3, Spinfn) este simplu conex iar reprezentarea p : 
Spin ii) —> SO(n) este acoperirea universală a grupului SO{n).

Algebra Lie a grupului Spin^n) este:

spinări) = Sp faej | 1 < i <  j  < n}

cu croșetul:
[x, y] = xy — yx, (V)z, y G spin(n),

unde, ca de obicei, juxtapunerea denotă produsul din algebra Clifford 
Cln .

R eprezentări liniare

Fie V un spațiu vectorial real și Vc  complexificatul său. Amintim că 
V c  = VXV, adunarea vectorilor din Vc  făcându-se pe componente, 
iar produsul dintre scalarul arbitrar a +  i6 G C și vectorul arbitrar 
(x,y) G V X V  fiind definit după formula:

(a + ib)(x, y} = {ax — by, ay + bx).
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Fie B : V X V  —> R o formă biliniară, simetrică, și Q : V -> R forma 
patratică asociată ei; definim complexificata sa B' : V C X V C  —> C prin 
formula:

B'((x, y), (u, v)} = B(x, u) -  B(y, v) +  i[B(i, v) + B{y, u)] 
(Y)(x,y),(u ,v) € V c  ’

Se deduce imediat expresia formei patratice Q' : V c  —> C asociate 
formei biliniare simetrice B'. Avem:

Q \x , y) = Q W  -  Q(y) + 2iB(x, y).

Dacă {ei,..., e„} este bază ortogonală în raport cu Q a spațiului 
vectorial real V, atunci {e'j,..., e^}, e' =  (ei,0), (V)z € {l,...,n} este 
bază ortogonală în raport cu Q' a spațiului vectorial complex Vc .

Dacă A este o algebră reală, atunci pe spațiul vectorial .4C , com- 
plexificatu 1 spațiului vectorial real A, se dă o structură de algebră (com
plexă) prin formula:

(i, y)(u, v) = (xu -  yv, xv + yu), (V)(i, y), (u, v) G .4C  (3.15)

Considerațiile de mai sus le vom aplica unei algebre Clifford reale.
Propoziția 9. Fie Q o forma patratică pe spațiului vectorial real 

V și Q' : V c  —> C complexificata sa. Are loc izomorfismul de algebre 
complexe C(Q') ~  (C(Q))c .

Demonstrație. Din proprietatea de universalitate a algebrei Clilford 
CțQ'), avem diagrama comutativă:

c m 
i \  h
vc 4 C«)c

unde i este incluziune, j (x ,y )  = (x,y), ^ ) { x y y) € Vc , iar h : CțQ’) —> 
C{Q)c  este morfism de algebre; h există și este unic deoarece din (3.15) 
deducem oricare ar fi (x,y) G Vc :

( j&  y))2 = (x2 - y 2 ,xy+yx) = (Q (x)-Q (yfi2B (x ,y)) = Q \x , y)(l, 0).

Rezultă imediat că morfismul de algebre h este izomorfism deoarece 
duce baze în baze și dimC(Q') = dim(C(Q))c .D

Definiție. Se numește reprezentare liniară complexă a algebrei, 
reale sau complexe A o aplicație liniară p : A ^  Mn (C) ce comută cu 
produsul din algebra A. Reprezentarea p se numește ireductibilă dacă 
nu admite subspații vectoriale invariante diferite de {0} și C".

Fie Cln algebra Clifford asociată formei patratice standard Q pe 
R" iar CI1 algebra Clifford asociată formei patratice (-Q ). Are loc:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Algebre Clifford 71

Propoziția 10. Avem izomorfismele de algebre:

Cln+2 — Cln ®R Cli-, Cln +2 — Cin ®R Cl2 , 
produsul tensorial fiind cel uzual.

Demonstrație. Fie {ej, ...,en + 2 } o bază ortonormată din R"+ 2 .
Primii n vectori din această bază generează Cln  dar și Cl'n . Con

venim să notăm e, = e',z G {l,...,n}, când considerăm {el ,...,e n } ca 
sistem de generatori pentru Cl'n . Fie aplicația liniară: u : Rn +2 —> 
Cl'n ® Cl2 , dată prin:

u (e j = l® e i,u (e 2) = 1 0 e 2 ,u țe k ) = e'k _2 ®eie2 , (\/)k G {3, ...,n + 2}.

Atunci în Cl'n ® Cl2 au loc egalitățile:

(“ (e.))2 =  -1 , 
u{e^uțe3 } + u(e3)u(ei) = 0, (^ ) i,j  G {1,..., n + 2}, z ^  j.

Ca urmare, țuțx))- = —Q(x).l, (V)z G Rn + 2 . Din proprietatea de uni
versalitate a algebrei Clifford Cln+2 rezultă că există un morfism unic 
de algebre u : Cln+ 2 —> Cl'n ® Cl2 ce face comutativă diagrama:

Cln+2
& \  u
R'l+ 2 u Cl'n  ® Cl2

unde 0 : R"+2 —> Cln+2 este aplicația de incluziune. Se arată imediat că 
morfismul de algebre u : Cln+2 —> Cl2 ®Cl2 este izomorfism de algebre. 
Analog se demonstrează și cel de al doilea izomorfism de algebre.□

Pentru cele ce urmează este de reținut izomorfismul de algebre p : 
CI? -4 M2 (C) :

= V  -i i o ) '
unde {e1,e2 } este baza canonică din C 2 . Folosind acest izomorfism, 
deducem:

Propoziția 11. Exista un izomorfism Cl?+2 ~  CI? ®c W2 (C).
Demonstrație. Utilizând Propoziția 10 precum și faptul că algebrele 

Clifford CI? și CI'}? sunt izornorfe, avem succesiv :

Cl?+2 (Cl'n ®R Cl2 f  ~  CI',? ®C  CI?
CI? ®c CI? ~  CI? ® M2 țC).D

Corolar. Fie e i,...,e n+2 elemente ce generează Cl?+.,. Notăm cu 
e\,...,e*n elementele ce generează algebra CI?. Fie de asemenea:

9i = i
1 0
0 -1

, 0 2  =  i 0 1 71 0 / ,E  = 1 0
0 1

-1 
0
(3.16)
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elementele ce generează algebra M2 (C). Izomorfismul Cl„+2 — C l^  ®c 
M2 (C) este dat de aplicația:

ei -> 1 ® gr , e2 —> 1 0  g2 , ej -> ie*_2 ® gxg2 , (V)j G {1,..., n}.

Vom utiliza mai jos matricele din (3.16).
Aplicând în mod repetat concluzia din Propozițiile 10, 11 și ținând 

cont și de faptul că Clx ~  C, deci C l^  ~  C © C deducem:
Propoziția 12. Au loc izomorfismele de algebre:

M2m(C) dacă n = 2m, 
AI2m © Af2m daca n — 2m 4- 1.

Acest izomorfism este dat explicit prin formulele:

Dacă n = 2m : 
e.j^r E ®  ...® E ®  ga (j) ® T ®  ...® T

unde T  apare de ^  ori, iar

( 1 dacă i este impar 
2 daca j  este par.

Dacă n = 2m + 1 :
ej (E ® ...® E ® ga (j}  ® T  ® ...® T , 

E ® ® E ® ga ^  ® T  ® ... ® T), (y)j G {1,..., 2m}

unde T apare de ^  ori,

e2m + l -> ( iT ® .. .® T ,- iT ® .. .® T ) .

Ca urmare, avem morfismul de algebre:

Cln c  C l^ ~ M2m(C) dacă n = 2m 
M2m(C) © M2m(C) dacă n = 2m + 1, 

unde i este incluziunea.
Pentru n = 2m, algebra Clifford Cln  admite deci reprezentarea 

complexă ireductibilă p = p' o i pe spațiul vectorial C2"‘.
Fie aplicația:

i' : M2m(C} © M2mțC) —> Af2n+l(C),

i'{A,B) .4 
0

" ,(V)A,BG M2m(C). 
D  I

Rezultă reprezentarea complexă ireductibilă p = i' op' o i a algebrei 
Clifford Cln ,n  = 2m + 1, pe spațiul vectorial complex C2"‘+ I .
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Cln —module. Proprietăți
Definiție. Fie corpul K  =  R, C ,H . Se numește Cln —modul peste K 
un spațiu vectorial V peste corpul K  cu proprietatea de a fi spațiu de 
reprezentare pentru algebra Clifford Cln .

Urmare a definiției de mai sus, spațiul vectorial V peste corpul 
K  este C7n —modul peste K  dacă și numai dacă există p : Cln  —> 
HomK (y ,V )  o K-reprezentare a algebrei Clifford Cln , adică un R- 
rnorfism de algebre. Aplicația p trebuie deci să asocieze fiecărui element 
g G Cln un endomorfism p(g) : V V și, mai mult, (y)gi,g2,g € Cln 
și r E R:

p(9i + 92) = p(gi) + p(g2); p(rg) = rp{g) 
P(9i92) = p(9i)°p(92)-

De obicei, vom nota p(g)v =not g.v pentru orice g 6 Cln , v E V și 
’ produsul”^.c va fi denumit „multiplicare Clifford”.

Definiție. O reprezentare spinorială reală a grupului Spinn este 
un morfism de grupuri

A : Spinn -> GL(W)

care este restricția unei reprezentări ireductibile reale

Cln -> HomK (W, W)

la Spirin C Cln .
Definiție. O reprezentare spinorială complexă a grupului Spirin 

este un morfism de grupuri:

△C  : Spinn -> GLC (W)

care este restiricția unei reprezentări ireductibile complexe

C l^  -> Hom c {W, W)

la Spirin c  Cln c  Cl^.
Multe dintre aplicațiile algebrelor Clifford provin din utilizarea re

prezentărilor lor. Cititorul interesat poate găsi în [18] aplicații intere
sante în domenii fundamentale ale geometriei diferențiale cum ar fi 
teoria Hodge-de Rham, periodicitatea Bott, scufundări ale varietăților 
diferențialele în sfere, câmpuri de vectori tangenți la sfere. Există un 
fenomen de periodicitate privind reprezentările algebrelor Clifford ce 
este legat de teoremele de periodicitate Bott prin izomorfismele Atiyah- 
Bott-Shapiro. Acest ultim aspect face parte din domeniul K-teoriei. 
Scopul nostru este de a pune în evidență cu prioritate aspecte ce vor
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fi utilizate în acest curs. Vom da totuși unele rezultate ce ilustrează 
bogăția de idei expusă și nu necesită pregătiri substanțiale.

Are loc [18]:
Propoziția 13. Fie IV un spațiu vectorial peste corpul real R  cu 

proprietatea de a fi Cln —modul. Atunci există pe W  un produs scalar 
<,>cu proprietatea că oricare ar fi vectorul unitar e G Rn ,

< e.w, e.w' >=< w, w' >, (V)w, w' G W. (3-17)
Mai mult, dacă W  este spațiu vectorial complex, cu proprietatea de a 
fi CI— modul, atunci există pe W  un produs scalar hermitian.

Demonstrație. Fie {ei,...,en } o bază ortonormată a spațiului vec
torial R n . Atunci, B = {e!1- e i J }!1< ...< is ) s G {0, l...,n} este bază a 
algebrei Clifford Cln . Considerăm (,) un produs scalar arbitrar pe IV. 
Cu ajutorul lui, definim un nou produs scalar <, > pe IV . Oricare ar 
fi vectorii w,w' € IV, definim:

< w ,w ’ > = 52 (ei l ...ei s .w,e l l ...el s .w').
l<ii<...<is<n 

s=0,l,...,n

Rezultă imediat că

< ei.w,ei.w' > = < w,w' >,(V)z G {1,--Ji} (3.18)
deoarece (V) i G {l,...,n}, elementele din mulțimea B coincid even
tual până la semn cu cele din mulțimea B1 =  {eieil ...el j }t l < „.< ! s ,.s G 
{0,1..., n}. Mai mult, oricare ar fi vectorul unitar e G R ”, avem e = 
£"=1 diC;, £"= 1 (ai)2 = 1. Atunci utilizând (3.18) și (3.9) avem:

< e.w, e.w >= Y,ij= ia *a i < ^ .w ^ j.w  > =  ȘX i a2 < e^u^e^w > + 
+ E 1< ;M j[<  ez .w,ej.w > -I- < ej.u^e-fW >] =

= < w ,w  > — ^ t<j a ia j < {e j e i + etej):w,w > = < w,w > .

De aci deducem imediat (3.17).D
Propoziția 13 afirmă, cu alte cuvinte, că pe orice Cln — modul W, 

unde IV este spațiu vectorial real, există un produs scalar < ,>  cu 
proprietatea că multiplicarea Clifford cu vectori unitari din R ’1 este 
o transformare ortogonală a spațiului vectorial IV, în raport cu acest 
produs scalar.

Propoziția 14. Fie Cln — modulul W  și <,> produsul scalar- pe 
W  cu proprietatea că oricare ar fi vectorul unitar- e G Rn  se verifică 
(3.17). Atunci oricare ar fi vectorul v GRn  :

< v.w,w' >= — < w, v.w' >,(y)w, w' G W. (3.19) 
Demonstrație. Fie u G IV un vector nenul. Putem scrie atunci, 
aplicând Propoziția 13:
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< v.w,w' > = < irav.v.w, trav.w' > = ’ INI ’ IM □
= ii^2 < —Q(v)w, v.w' >= — < w,v.w' >,(V)w,w' G IV '

Aceste rezultate au consecințe interesante cu legături subtile în 
domeniul topologiei varietăților diferențiabile [18].

Are loc:
Propoziția 15. Dacă R w +1 este Cln — modul, atunci există n 

câmpuri vectoriale tangente liniar independente pe sfera S N  C R w + l .
Demonstrație. Din Propoziția 13, dacă R w + 1 este Cln -  modul, 

atunci există pe R w +1 un produs scalar <, > cu proprietatea că mul
tiplicarea Clifford cu vectori unitari din R" este o transformare ortog
onală. Fie sfera

S w  =  { i e R w + 1 l b l l 2= i } .

Considerăm o bază ortonorrnată {i>i,..., i>n } C R n . Cu ajutorul ei, con
struim pe R w +1 câmpurile vectoriale V j,j G {1, ...,n}, astfel:

V ^ )  = Vj.x, { ^ x  G R w + 1 , (V)> G {l,...,n}.

Deoarece, conform Propoziției 14, aplicația liniară x —> Vj.x,(y)j G 
{l,...,n} este antisimetrică, avem:

< V jțx^x  > = 0,(V)j G {l,...,n},(V)x G R ^ 1.

Ca urmare, câmpurile vectoriale V ^ j  G { l , - ,n }  sunt tangente sferei 
S N . Rămâne de demonstrat că aceste câmpuri vectoriale sunt liniar 
independente. Fie x arbitrar fixat pe sfera S N și combinația liniară 
nulă:

^ A .V X ^ O ^ G R X V h G t C ^ 
J=I

Din proprietățile multiplicării Clifford, deducem:

C ^ ^ v ^ . x  = 0.
J=I

Fie v = £ J =1 X} vr  Atunci, ultima egalitate ne dă succesiv, deoarece 
x G S N :

v.v.x = 0 <=> v2 .x = 0 <=> Q(v)x =  0
Qțv) = 0 <=> v =  0 <=> Aj =  0, (V)j.Q

Se pune problema: dacă N  este un număr natural dat, care este cel 
mai mare întreg natural n cu proprietatea ca spațiul vectorial R N + 1 să 
fie Cln — modul? Conform Propoziției 15, putem reformula problema:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



76 Algebre Clifford

dacă N  este un număr natural dat, care este cel mai mare număr n de 
câmpuri vectoriale, liniar indepenedente, tangente la sfera S N . Mate
maticianul englez J. F. Adams a demonstrat în 1962 [2] că scriind:

N  + \ =  24“+ 6 (2t + 1), 0 < b < 3, a, b € N, 

rezultă:

n = 8a + 2b -  1.

Rezultatele rămân valabile înlocuind sfera S N  cu spațiul proiectiv 
real N — dimensional P JV(R), deoarece P W(R) = S N /Z^.

O frumoasă expunere a problemei și modului de construcție a aces
tor câmpuri vectoriale pe sferele S N , N  G [4m — 1, 8m — 1 | m G N*} se 
poate vedea în [31], în capitolul al treilea, scris de Th. Hangan.

Este de observat că pe sfera S N , cu N  par, nu există câmpuri vec
toriale tangente liniar independente și, în consecință, R"‘, m -  impar 
nu poate fi Cln — modul.

Exerciții.
1) Fie spațiul vectorial R n  cu o orientare dată. Fie {(:!,...,€„} 

o bază pozitiv orientată a lui R n , ortonormată în raport cu forma 
canonica standard a lui R n . Se definește „elementul de volum”, notat 
UJ, prin: tu =  ei...cn .

a) Arătați că definiția elementului de volum w nu depinde de baza 
pozitiv orientată considerată.

b) w2 = (-1 )^ , N  = ^  și mo = ( - l ) ' " 1̂ ,  (y)v G R".
2) Dacă n este impar, atunci tu este element central al algebrei 

Clifford Cln iar dacă n este par, atunci

^ OJ =  WQ(^), (V)^ G Cln

unde a : Cln —> Cln automorfismul canonic al algebrei Clifford Cln . 
(vezi exercițiul 1)

3) Avem izomorfismul de algebre Cln ~  C7,°l+1 unde C/,°l+1 este 
subalgebra algebrei Clifford Cln + i generată de produse de elemente, în 
număr par, din spațiul vectorial R n + l .

Rezolvare. Fie {ei,..., e„, ̂ n+i} o bază ortonormată a spațiului vec
torial R n + l . Atunci avem R n ~  Sp{e-i, ...,en }. Considerăm aplicația 
f  : R “ —> Cl„+ l , f(ei) = en + \ez ,i G {l,...,n}. Extinzând această 
definiție prin liniaritate, deducem pentru orice x G R ",x  = ^ i = l Xiei, 
următorul șir de egalități succesive:

/(•^)" =  Z ij  = l ^i^j^n+l^i^n+^J — 
E " J = 1 X i W i  = x 2 = -Q (z ).l,

unde Q : R" —> R  este forma patratică standard pe R n .
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Din proprietatea de universalitate a algebrei Clifford Cln , rezultă 
că există f  : Cln —> C/°+1 un rnorfism unic de algebre care închide 
diagrama:

Cln ~

Rn ~ Z ^ / 0

f
Fie acum {et l ...6is }i<i1<...<i) <n baza algebrei Clifford Cln . Urmează, 

j=0,l,...,n

oricare ar fi multi-indicele (Î I , ...,is ) :

f  (&! ■■■Ci,) — / ( e ii)---/(e is )
(en + 1 e21)...(en + i e j  =  ( - l ) s ( s - 1 ) / 2 (en + 1 )s ei l ...ei s .

Deci morfismul de algebre f  : Cln —> Cl^+ l duce un sistem de vectori 
liniar independent intr-un sistem de vectori liniar independent și deci 
f  este injectivă. In plus, dim C/n = d im C ^ + 1 , de unde se deduce că f 
este surjectivă. Concluzia este că f  : Cln —> C/7°l+ 1 este un izomorfism 
de algebre.

4) Să se arate că algebra H a quaternionilor admite o reprezentare 
complexă prin matrice din A/2 (C). Indicație. Fie {61,62} baza canonică 
a spahiului vectorial R 2 . Se știe că avem izomorfismul de algebre H ~ 
Cl2 . O bază a algebrei Cl2 este {1, e^ e2 , e ^ }  iar o reprezentare a 
sa prin matrice complexe de ordin 2 se obține considerând aplicația 
p : Cl2 -> M2 (C),

5) Arătați că avem izomorfismul de grupuri SpințS) ~  SU(2). 
Indicație. Din exercițiul precedent, algebra Clifford Cl2 este izomorfă 
cu algebra de matrice:

X V /  1 0 \  x ■ (  0 \  X /  0 1 V  /  0  1
p(Cl2) -  I Q 1 l+^U  I Q |+A 2 I Q 1+^31 I ! Q 1}

(3.20)
unde A*, G R ,i  £ {0,1,2, 3}. Pe de altă parte:

5U(2) = {.4 G M2 (C) | A*A =  I2 ,detA  =  1} =

unde A* denotă adjuncta matricei A. Din (3.20), deducem SU(2) G 
p(Cl2 ). Fie cr : SU(2) —> G1(R3), aplicația dată prin:

ațA )țX ) = A X A ~ \țy } X  G R 3 , A G SU(2),
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unde vectorul X  = (zi,X2,X3) G R 3 se scrie ca matrice, utilizând 
(3.20), deoarece R3 C H, sub forma:

-X2 + ix3 - H i  / (3-21)

Notând
a(X ) = X / , X ' ^ ( x ' l ,x'2 ,x ,

3 ), 

avem în reprezentarea matriceală:

( ixi i 2 + 113 | | ix  ̂ x2 + ix 3 A
—x 2 + ix3 —ix4 J \ —x2 +  ix'3 — ixj } ’

Fie A 6 SU(2)^ A = ^ ^  ^ j .  Prin calcul, se constată că:

' x\ = (| a |2 — | 6 |2)xi + 2(Imab)x2 + 2Re{ab)x3 
< x2 = 2(Imab)xi + Re(a2 + b2 )x2 — Im (a2 — b2 )x3 

x3 = —2(Reab)xi + Im(a2 + b2 )x2 + Re(a2 — b2 )x3

de unde, Im a  C SO(3) . Rezultă Im o = SO(3) și kero = Z2.
Pe de altă parte, există reprezentarea p : Sp in ^)  -4 SO(3) cu 

kerp = Z2 . Definim aplicația ip : Spin(3} -4- SU(2) astfel: oricare ar 
fi elementul g = x l ...xh G Spin(3),x* G R 3 , || x’ ||2 = 1, z G {l,...,/i}, 
definim:

v (j)  = A'1...**,

unde am notat cu X 1 matricea ce corespunde vectorului .U G R 3 prin 
reprezentarea (3.21). Rezultă că p este un morfism de grupuri și (jop =

Un alt mod de rezolvare este următorul. Fie H 1 grupul multiplicativ 
al quaternionilor de normă 1. Se consideră bijecția S* 4  H 1,

(x i,..., x4) G S3 4  g = x4 + x2 i + X3J +  x4k G H 1

unde S3 este sfera unitate din R 4 , iar { l,i,j,k }  este baza canonică a 
algebrei H a quaternionilor. Această bijecție conferă sferei S3 o struc
tură de grup multiplicativ izomorf cu grupul SU(2}. Avem următoarele 
izomorfisme de grupuri:

S p i r i t  ~  S3 ~  SU(2).
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F ib ră ri

Fibrări principale
Vorn aminti unele elemente din teoria fibrărilor [17] ce sunt indispen
sabile pentru buna înțelegere a noțiunilor de structură spinorială, cone
xiune spinorială, operator Dirac, fibrare Clifford, fibrare Dirac etc.

Definiție. Fie A/, P varietăți diferențiabile reale și G un grup Lie. 
Spunem că P =not P{M, G) este fibrare principală de bază M  și de grup 
structural G dacă și numai dacă se verifică următoarele proprietăți:

i) grupul Lie G acționează diferențialul, liber, la dreapta pe vari
etatea P,

ii) mulțimea orbitelor lui P, modulo acțiunea lui G pe P, coincide 
cu varietatea diferențiabilă M;

iu) surjecția canonică TT ■. P —> M  este aplicație diferențiabilă;
iv) are loc proprietatea de trivializare locală care afirmă că oricare ar 

fi punctul x G M există U o vecinătate deschisă a lui x și s : 7T 1 (LV) —> 
U x G un difeomorfisrn cu proprietatea:

s{u) = (Ti(u),t(u))y t(ua) = t(u)a, (\/)u G iG ^U fia  G G,

unde am notat prin (a, a) —> ua, (y)u E P,a E G acțiunea la dreapta a 
grupului Lie G pe varietatea diferențiabilă P.

Difeomorfismul s : 7r~l (U) ^  U x G  poartă numele de difeomorfisrn 
de trivializare locală. Varietatea diferențiabilă P se numește spațiul 
total al fibrării principale P(M, G). Oricare ar fi punctul x G M, 7r— 1 (a;)
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se numește fibra deasupra lui x. Observăm că dacă u G 7v~l țx), atunci 
ÎT- 1 (I ) = {ua | a G G}. Dacă u G 7r~l (x),x  G M, vom mai spune că 
7T—1 (rr) este fibra prin u. Să remarcăm că fibra 7r- 1 (x) este subvarietate 
a lui P, oricare arfi xG M. Atunci, oricare ar fi u G 7r- 1 (rr), se poate 
considera spațiul tangent la 7r- 1 (i) în u, numit spațiul vertical in u € P 
și notat Vu . Evident, Vu C TUP, oricare ar fi u G P.

Dacă P = P(M, G) este o fibrare principală, vom nota de obicei 
acțiunea lui G pe P prin juxtapunere, ca mai sus.

Fibrarea trivială este cel mai simplu exemplu de fibrare principală. 
Ea se obține considerând P = M xG, unde M  este o varietate diferenți- 
abilă, G este un grup Lie, iar acțiunea lui G pe varietatea produs 
P = M x G se definește prin ((rr, a), b) —> (x, ab), (V)x G M, a, b E G.

Fibrarea reperelor liniare este un exemplu deosebit de util pentru a 
înțelege această noțiune.

Fie M varietate diferențiabilă reală, n — dimensională.
Considerăm P = { țx ,X ) | x G M ,X  — reper din TX M}. Grupul 

general liniar Gl(rv, R) acționează liber, la dreapta, pe P prin aplicația 
((x ,X ),a ) —> (x ,Y ), unde Y  este reper din TX M  cu proprietatea că 
matricea a este chiar matricea de trecere de la reperul X  la reperul 
Y. Se obține astfel fibrarea reperelor liniare a lui M, ce se notează 
L(M) [30]. Analog, dacă M  este varietate Riemann, cu metrica g, con
siderând P mulțimea perechilor țx, X ) cu x punct din M  iar X — reper 
ortonorrnat în raport cu gx din TXM, se definește o acțiune a grupului 
ortogonal 0{n) pe P. Se construește, astfel, fibrarea reperelor ortogonale 
(sau ortonormate) a lui M. Continuând cu particularizarea varietății 
diferențiabile M, fie M  varietate Riemann orientabilă, cu o orientare 
dată, P — mulțimea perechilor țx ,X ) ,x  G M ,X  fiind reper ortonor- 
mat, pozitiv orientat din TX M. Rezultă o acțiune naturală a grupului 
special ortogonal SO(n) pe P. Se obține astfel fibrarea reperelor special 
ortogonale SOțM ).

In teoria fibrărilor principale se introduc funcțiile de tranziție cores
punzătoare unei acoperiri de trivializare locală, funcții ce joacă, pentru 
această structură, un rol asemănător cu cel pe care îl au funcțiile de 
schimbare de coordonate corespunzătoare unui atlas al unei varietăți 
date.

Fie P = P(M ,G) o fibrare principală și cu proiecția % : P  —> 
M  iar {Fa }tt6 /) o acoperire de trivializare locală. Aceasta înseamnă 
că {Ua }a e A  este o acoperire deschisă a varietății diferențiabile M  cu 
proprietatea că oricare ar fi indicele a  G A există sa  : 7r- 1 (Pn ) —> 
Ua XG  un difeomorfism de trivializare locală (vezi proprietatea iv) din 
definiția fibrărilor principale). Pentru a fixa notația, să scriem:

*a(u) = (TT(ZZ), ta (uY), (V)a G A, u G 7r“ 1 (C^). (4.1)

Se știe din proprietatea iv) din definiția fibrărilor principale că aplicația
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sQ : % l ([/a ) 4  Ua XG  fiind difeomorfism de trivializare locală avem:

ta (ua) = ta (u)a, (V)a 6 A ,u  € iG^țUa), a E G. (4.2)

Oricare ar fi indicii a, 0 € A, se consideră aplicația diferențiabilă 
sap : UQ O Up —> G, dată prin formula:

sQp(x) = ta (u)(tp(u))~ l , (V)i E Ua n  Up,u E 7r~l (Ua  n  Up). (4.3)

Definiția dată nu depinde de algerea punctului u E 7v~l (Ua r\Up), având 
în vedere proprietatea (4.2).

Mulțimea {saj8}a,^4 se numește familia funcțiilor de tranziție ale 
lui P corespunzătoare acoperirii de trivializare locală {Ua }a ^A-

In particular, considerăm fibrarea reperelor liniare L(M) a varietății 
diferențiabile n - dimensionale M  și fie {(Ua ,h a )}a ^A un atlas pe M. 
Oricare ar fi u = (x, X) E L(M), dacă x  G Ua , să notăm a G GLțn\ R) 
matricea de trecere de la {-^-{x),..., ^ ( i ) } ,  reperul canonic în raport 
cu harta (Ua , ha ), al spațiului tangent TX M, la reperul X. Analog, dacă 
.r G Up, fie b E GL(n; R) matricea de trecere de la { ^ - ( x ) , ..., ^ ( x ) } , 
reperul canonic în raport cu harta (Up,hp), al spațiului tangent TXM, 
la reperul X. Avem atunci:

SQ(u) = (a',o),Sp(u) — (zj)),

de unde, din (4.3), deducem că oricare ar fi a, (3 G A, aplicația sap : 
Ua O Up —> GLțn\ R) este dată prin:

/  dx* \
, ( ^ ^ U a n U p ,a ,/3 E A . (4.4)

Deci, oricare ar fi indicii a,j3 G A și punctul x  G Ua nUp, am arătat că 
matricea sap(x) este valoarea în x a matricei jacobiane a transformării 
de coordonate ha o hp l când se trece de la coordonatele (Z1, ...,x'n ) în 
raport cu harta (Up, hp) la coordonatele (z1, ...,xn ) în raport cu harta 
(Ua ,h Q).

In general, pentru orice punct x E Ua  Q Up H Uy , (V)a, Id,^ E A, se 
arată imediat că:

Sa^-^Spyțx) ®a7( )̂- (4-5)

Reciproc, are loc:
Teorema 1. Fie {Ua }a E A o acoperire cu mulțimi deschise a va

rietății diferențiabile reale M ,G un grup Lie pi {sa p}Q,pțA 0 familie de 
aplicații diferențiabile,

sa p : Ua n Up G, (V)o, /3 E A, UQ n Up ^  ^ .
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Presupunem că oricare ar fi indicii a ,f i ,y E  A încât Ua r\UpC\Uy  7̂  $, 
au loc relațiile (4-5).

Atunci, există o fibrare principală P = PțM , G) pentru care 
{Ua}ațA este o acoperire de trivializare locală având ca funcții de tran
ziție corespunzătoare {sap}atpe A-

Demonstrație. Din relațiile (4.5) rezultă imediat că oricare ar fi 
indicii a, fi E A și x E Ua  E\Up are loc egalitatea: (sapțx))~ l = spa (x), 
deoarece sa a țx) = e, unde e E G este elementul neutru. Fie mulțimea 
X  = {(a, x, a) | a E A, x E Ua , a E G}, pe care introducem o relație de 
echivalență. Oricare ar fi elementele (a ,x ,a ),(fi,y ,b ) E X  vom spune 
că sunt echivalente și vom scrie:

ța, x, a) ~  țfi, y, b) <=> x = y E Ua nUp,b = spQ{x)a.

Utilizând relațiile (4.5) rezultă că ” ~  ” este o relație de echivalență pe 
mulțimea X. Vom nota pța, x, a) clasa de echivalență modulo relația de 
echivalență ” ~  ”, oricare ar fi elementul ța ,x ,a ) E X . Fie P = X /  ~ 
mulțimea claselor de echivalență astfel obținute. Urmărim sa dotăm 
mulțimea P cu o structură de varietate diferențiabilă și să definim pe 
ea o acțiune diferențiabilă a grupului Lie G încât mulțimea orbitelor 
sale să coincidă cu varietatea diferențiabilă dată M.

Fie aplicația P x G P, dată de

p(a, x, a)c = p(a, x, ac), (V)p(a, x, a) E P,c E G.

Definiția acestei aplicații este corectă, nedepinzând de reprezentan
tul ales din clasa p ța ,x ,a ) E P. Fie de asemenea aplicața n : P 
M ,nțp ța ,x ,a )) = x. Oricare ar fi u,v E P, vom arăta că TT{U ) = 7r(y) 
dacă și numai dacă există c E G cu proprietatea v = uc. Aceasta este 
o condiție necesară și suficientă ca M  să fie spațiul orbitelor acțiunii 
lui G ce am definit-o pe P. Fie u = p ța ,x ,a ),v  = p(fi,y,b) cu propri
etatea că irțu) =  TT(V) =  x. Deci x = y E Ua C\ Up, avem de aseme
nea v = pțfi,y,b) = p ța ,x , sa 0 țx)b). Există c E G cu proprietatea 
v = uc, adică p ța ,x ,s a [j(x)b) = pța,x,ac), deoarece aceasta revine la 
ac = sQp{x)b sau c = a~1sQp(x)b. Reciproc, dacă există c E G cu propri
etatea că v = uc, deducem pțfi, y, b) = pța, x, ac), de unde x = y E UQ 
ClUp, deci nțu) = nțv) = x.

Structura de varietate diferențiabilă a mulțimii P se obține datorită 
bijecțiilor ce le definim mai jos. Oricare ar fi indicele a E A, He sa  : 
^~ l țUa ) Ua  x G, aplicația definită prin:

sa (p(a,x,a)) = (x,a), {Y)u = p(a,x,a) E Tv~x țUa ).

Avem

sa  0 Spl țy,b) = țy ,s a p{y)b), ț^){y,b) E (Ua A Up) x G.
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Deci
5 Q  O s“ l : (Ua  HUp) x G  (Ua  nUp) x G

este un difeoinorfisrn oricare ar fi a , 0 G A. Atunci mulțimea P va avea 
o structură de varietate diferențiabilă via structura diferențiabilă a lui 
M  respectiv G, încât aplicațiile SQ , TT precum și acțiunea grupului Lie 
G pe P  devin diferențiabile.

Mai mult, P devine spațiul total al unei fribrări principale de bază 
M, de grup structural G, cu {UQ}a eA> o acoperire de trivializare locală 
cu familia funcțiilor de tranziție corespunzătoare exact {5a ^}a,^4-O

Definiție. Fie P = P(M, G), P' = P '(M ',G ') două fibrări prin
cipale și A : G —> G’, f  : P  P’,g : M —i M' un morfism de grupuri 
Lie și respectiv, două aplicații diferențiabile cu proprietățile:

z) % : P  —> M ^ ' : P ' ^  M' fiind proiecțiile, atunci diagrama:

P P'
7T J, J. 7r' 
M  V  M'

este comutativă;
ii) oricare ar fi u G P, u G G. este îndeplinită egalitatea:

f(ua) = f{u)h{a).

In aceste condiții, vom spune că f  este morfism de fibrări principale ce 
se proiectează pe g și corespunde morfismului h de grupuri.

Proprietatea ii) afirmă că J  duce fibră în fibră.
Dacă, în plus, f  : P ^  P ', g : M M' sunt difeomorfisme iar 

h \ G G' este izomorfism de grupuri Lie, vom spune că f  : P P' 
este izomorfism de fibrări principale. Două fibrări principale se vor 
numi izomorfe dacă și numai dacă există un izomorfism între ele.

Două fibrări principale P = P(M ,G ), P' = P'(M ,G) peste aceeași 
bază M, cu același grup structural G, ce posedă o acoperire de trivi
alizare locală comună și aceleași funcții de tranziție corespunzătoare 
acestei acoperiri, sunt izomorfe.

Vom descrie mai jos un izomorfism al lor. Fie ir ; P  -> M, respectiv 
%' : P z —> M, proiecțiile celor două fibrări. Considerăm acoperirea de 
trivializare locală comună {Fa }a e / | și, oricare ar fi a  G A, notăm cu sa  : 
Tr’ ^I/a) —> Ua x G, respectiv s'a  : 7r'- 1 (I/a ) —> Ua  x G difeomorfismul 
corespunzător de trivializare locală.

Pentru orice a  G A, se consideră secțiunea canonică:

Za ■ u a -> 7r- 1 ([/a ), za (x) = s ; 1^ ,  e), (V)x G Un . (4.6)

Oricare ar fi punctul x 6 Ua D Up,a,0  G A, avem:
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z ^ M  =  2«(I )SO3(X). (4.7)

Analog, pentru fibrarea principală P' = P '(M ,G), avem, oricare ar fi 
a E A, secțiunea canonică:

z'a :UQ ^  7r' l (Ua ),z'a (x) =  s^ \ x ,e f i  (V)i G UQ

și vom avea relații analoage cu (4.7).
Fie f  . P ^  P' aplicația definită astfel: oricare ar fi u G P, 7r(u) = x 

există cel puțin un indice a £ A încât x G Ua . Punctele u și za {x) 
aparținând aceleeași fibre deasupra lui x din fibrarea P = P(M,G), 
rezultă că există a G G cu proprietatea că u =  zQ(x)a; definim

f(u )  =  4 ( ^ ) a -

Se arată că definiția lui f  este corectă ( în sensul că nu depinde de 
indicele a, deoarece avem formulele (4.7)) și f  : P —̂ P' este izomorfism 
de fibrări principale ce se proiectează pe aplicația identică a varietății 
M  și corespunde izomorfismului identic al grupului Lie G.

Ca urmare, fibrarea P = P(M ,G) din teorema 1 este unică până 
la un izomorfism de fibrări principale. Cu alte cuvinte, funcțiile de 
tranziție corespunzătoare unei acoperiri de trivializare locală determină 
o fibrare principală până la un izomorfism de fibrări principale.

Conexiuni pe fibrări principale

Amintim acum următorul rezultat important din teoria grupurilor Lie:
Propoziția 2. Fie G un grup Lie și g algebra sa Lie. Există o 

l-formă unică T pe G, cu valori în g încât să se verifice următoarele 
proprietăți:

1. r (X e ) = Xe ,(V)X G A(G), unde e este elementul neutru al 
grupului Lie G;

2. T este invariantă la translații stângi, adică, oricare ar fi a E G 
notând cu La : G G aplicația dată de La (b) = ab, (V)b G G, numită 
translație la stânga, avem:

rțL*a X b) = r{X b), (V)X G X (M fi b G G.

Forma Pfaff T astfel obținută se numește 1— forma canonică a grupului 
Lie G.

Dacă, de exemplu, G = Gl(n;R) atunci g = Mn (R), iar forma 
fundamentală r  este forma Pfaff dată de:
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r t M  = aX a , (V)a G Gl(n; R), X  G X țG lțn, R)). (4.8)

In cele ce urmează G va fi un grup Lie, iar g algebra sa Lie.
Fie P = P(M, G) o fibrare principală. Oricărui element A G g i se 

asociază un câmp de vectori A* G X (P), numit câmp de vectori funda
mental corespunzător elementului A € g, astfel: A* = R*A, (V)zz G P, 
unde R^ . G P este aplicația diferențiabilă indusă de acțiunea la 
dreapta (u,a) G P XG  —> ua G P  a lui G pe P. Deci, pentru orice 
element fixat u G P, avem R^a} = ua, (^)a G G.

Acțiunea lui G pe P  induce de asemenea, pentru orice element 
a G G aplicația diferențiabilă R'a : P -^ P  dată prin R'a {u) = ua.

Avem o nouă caracterizare a spațiului vertical în u, (V) u G P, și 
anume:

V. =  H i  I 4  g j ) .  (4.9)

Această caracterizare implică proprietatea aplicației u G P Vu G 
TUP de a fi o distribuție diferențiabilă pe varietatea P, de dimensiune 
egală cu dimG. Ea se numește distribuția verticală a lui P. In general, 
nu există o distribuție diferențiabilă pe P, unică, complementară celei 
verticale. Importanța noțiunii de conexiune pe o fibrare principală este 
aceea că o astfel de conexiune realizează o alegere a unei distribuții 
diferențiabile a lui P, care este complementară distribuției verticale. 
Prezentăm în continuare această noțiune.

Definiție. Fie P = P(M ,G ) o fibrare principală. O conexiune F 
pe P este o distribuție diferențiabilă ce asociază oricărui punct u G P 
un subspațiu vectorial Qu G TUP cu proprietățile următoare:

1) TUP = QU ®VU-,
2) (V)a G G, Qua = R!fQu \

3) Qu depinde d if  eren\iabil de u.

Subspațiul vectorial Qu se numește spațiul orizontal în u.
Dacă T este o conexiune pe fibrarea principală P = PțM , G), atunci 

se poate construi o formă Pfaff w pe P, cu valori în g, algebra Lie a 
grupului Lie G, ca mai jos. Orice element X  G X (P ) se descompune în 
mod unic, urmare a proprietății 1) din definiția conexiunii, sub forma:

X  = hX  + vX, (hX )u G Qu , (yX )u  e K , W u  G P.

Definim u(X ) = A unde A* = vX  (evident, oricare ar fi u G P, spațiile 
vectoriale g și Vu sunt izomorfe, un izomorfism al lor fiind A G g 
A* G Vu unde, amintim că A* este câmpul de vectori fundamental 
corespunzător elementului A G g). Forma Pfaff w se numește fonna de 
conexiune a conexiunii T.

Se arată:
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Propoziția 3. Forma de conexiune iv a unei conexiuni V are 
următoarele proprietăți:

1) ^ A * )  = A. (V)A G g\
2) R^OJ = {ada~x)w, (V)a E G, 

unde Ra : G —> G ,R a (b) = ba,(V)a,b G G. Reciproc, dacă există o 
1— formă iv pe P, cu valori in g, având proprietățile 1),2) de mai sus, 
atunci există o conexiune T pe P a cărei formă de conexiune este iv.

Pentru a exprima local o conexiune T pe fibrarea principală P = 
P{M,G), se consideră o acoperire de trivializare locală {[/Q}a e4, cu 
difeomorfismelele de trivializare locală

SQ : ?r ^{Ua) —> Ua  X G, (V)o! G A.

Pentru orice a  G A, se consideră secțiunea canonică

zQ :UQ -> 7T l (Ua fiz a (x) = s ~ \x ,e ) ,fy )x  G Ua .

Oricare ar fi punctul x  G Ua D Up, a ,fi E A, avem relația (4.7).
Notând ca de obicei cu T forma canonică a grupului Lie G, se de

finește pe UQ nUp, oricare ar fi a, fi G A încât Ua RUp ^  $, forma Pfaff 
g — valuată ra p prin condiția:

Ta p = sQpt r, (4.10)

unde {sap}a p̂e ^ este familia funcțiilor de tranziție corespunzătoare 
acoperirii {Ua }a eA- Are loc:

Teorema 4. Fie iv forma de conexiune a unei conexiuni P pe 
fibrarea principală P = P țM ,G ) și {Ua }a e A o acoperire de trivializare 
locală a fibrării date. Considerăm pentru fiecare indice a  G A secțiunea 
canonică corespunzătoare (4-6) și forma Pfaff iva  pe Ua , cu valori în g, 
definită prin ivQ = za *o). Atunci oricare ar fi x E Ua C\ Up, X  G TX M, 
are loc formula:

wp(X) = ad(sQp(x))~1uja (X) + rap(X). (4.11)

Reciproc, dacă se dă pentru orice indice a  G A forma iva pe Ua cu 
valori în g, încât oricare ar fi x E Ua ^U p ,X  E TX M, are loc formula 
(4-11), atunci există o conexiune V pe P cu forma de conexiune x> 
verificând pentru fiecare indice a E A egalitatea oja = za t u).

Aceasta teoremă este deosebit de importantă pentru calcul.
In particular, se arată că orice conexiune T pe fibrarea reperelor 

liniare L(M) a unei varietăți diferențiabile M  este o conexiune liniară 
pe M, în sens Koszul [16], iar formula (4.11) devine pe LțM ) exact for
mula de schimbare a componentelor {F JJtj^  ale unei conexiuni liniare 
pe M, la o schimbare de hartă, dacă {(I/a , ^Q)}(1g4 este un atlas pe M.
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Pentru a obține acest ultim rezultat, se are în vedere că F fiind o 
conexiune pe L^M), rezultă că formele wQ ,«  G A, au valori în algebra 
Lie a matricelor reale Mn (R), n = dim M. Se consideră câmpul canonic 
de repere { ^ r , ..., ^ }  pe Ua , a  G A și se notează

= r i ‘ - ( 4 1 2 )

Se are în vedere de asemenea (4.4).
Conexiunea Levi-Civita a unei varietăți Riemann M  este o conexi

une pe fibrarea reperelor ortogonale O(M).
Mai mult, dacă varietatea Riemann M  este orientabilă, cu o ori

entare fixată, conexiunea Levi-Civita devine o conexiune pe fibrarea 
reperelor special ortogonale S0(M).[17]

Se introduce de asemenea forma de curbură Q a unei conexiuni F 
pe o fibrare principală P prin formula:

Q =  dw + -[w,w] (4-13)

unde a) este forma de conexiune a lui T. Se observă că forma de curbură 
Q este o 2-formă g -  valuată. Dacă se fixează o bază {E t }i a algebrei Lie 
g, se pot considera constantele de structură Cjk , i ,j, k = 1 ,..., dim g ale 
algebrei Lie g în raport cu aceasta precum și formele reale w! ,Q ! , z = 
l,...,d im g, definite pe P, încât u  = ^ ^ E i , ^  = Y,iVlzEi. Atunci 
(4.13) se scrie:

Q1 =  dwl + ( ^ ^  A u)k , i =  l , ..., dim g. (4-14)

Vom da acum un exemplu de o conexiune pe fibrarea trivială P = 
M xG , M  și G fiind respectiv o varietate diferențiabilă reală și un grup 
Lie. Acțiunea diferențiabilă, la dreapta a grupului Lie G pe varietatea 
diferențiabilă M x G este dată în mod natural prin aplicația:

((z, a),b) Q M  x G x G (x, ab) E M x G.

Fie r forma Pfaff canonică pe G, cu valori în g— algebra Lie a grupului 
Lie G

Vom defini pe P = M x G o conexiune. Să vedem care este spațiul 
vertical Vu , u = (z, a). Având în vedere (4.9), să calculăm R ^A , (V)*4 G 
g. Fie elementul .4 G g~, există atunci drumul diferențiabil b : (-f ,e )  —> 
G ,f > 0,6(0) = e cu proprietatea ^ib(t) |t= o= A. Avem Rub(t) = 
(x,ab(t)), deci R u t A = £(x,ab(t)) |t= 0 = (0, La t A). Deci, în acest caz:

Vu = {(0, La t A) | A G g}, (V)u = (x,a) e M x G.

Rezultă:
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K  = {(O, X a ) I X a G TaG}, (V)(z, a ) e M x G .

Un complement natural al spațiului vertical Vu ,u  = (x,a) este

Qu =  { (^ ,o )  I X x  G Tx M } ,( ^ u  = ( x ,a ) e M x  G.
Se demonstrează imediat că distribuția

u = țx,a) € P (x, 0) G Qu C TUP, 
P = M x G ,

are toate proprietățile distribuției orizontale din definiția unei conexi
uni pe o fibrare principală. Conexiunea astfel obținută pe fibrarea 
trivială P = M x G se numește conexiunea canonică plată. Notând 
cu f  : M x G G proiecția pe al doilea factor, se arată că forma de 
conexiune w a conexiunii canonice plate este w = f*r.

De un interes deosebit pentru dezvoltările noastre ulterioare este
Teorema 5. Fie f  : P \M , G') -> P(M, G) un morfism de fibrări 

principale ce se proiectează pe aplicația identică a varietății de bază M 
fi corespunde morfismului de grupuri Lie h : G' -y G cu proprietatea 
că diferențiala sa h,^ : TeiG' —> TeG este izomorfism de algebre Lie, 
unde e', e sunt elementele unitate respectiv ale grupurilor Lie G', G. 
Fie T o conexiune pe P având l-forma de conexiunea). Atunci există o 
unică conexiune P  pe P' cu proprietatea că aplicația f t  duce subspațiul 
orizontal al lui P' în subspațiul orizontal al lui P. In plus, dacă u)' este 
l-forma de conexiune a conexiunii F' pe P', atunci f*u) = h„uf.

Demonstrație. Definim conexiunea P  pe P' prin forma sa de conexi
une a)'. Luăm

uf = h~} o f*uj, (4-15)

unde am notat h„ = h te>. Este evident că 1 -formau/ definită astfel are 
proprietățile unei l-forme de conexiune (vezi Propoziția 3). In adevăr, 
fie X ' G Tu . P', u' G P', a' e G ',a  = h(a'), X  = f .X '. Avem:

^ R ^ X ' )  = h ^ f t R'a l tX ') = h ^ ț R f i X )  = 
h, ^(ada r )ujțX)] = [ĥ  l (ada l )][ht l ufiX)] = 

țada'-^aj'țX 'fi
Pentru a proba și cea de a doua proprietate pe care trebuie să o 

verifice uf pentru a fi l-forma de conexiune a unei conexiuni pe fibrarea 
principală P ', să considerăm .4' E g', A = hfiA') G g, unde am notat 
ca de obicei cu g', g respectiv algebra Lie a grupului Lie G' respectiv 
G. Considerăm .4'*,.4* câmpurile fundamentale de vectori respectiv 
corespunzătoare lui A', .4. Avem:

u/(.4'*) =  h f l ufiA^ = h ~ \A ) = A'.O
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Fibrari asociate
Fie P = P(M,G} o fibrare principală și F  o varietate diferențiabilă pe 
care grupul Lie G acționează diferențiabil la stânga. Se notează prin 
juxtapunere atât acțiunea grupului Lie G pe P, dată în definiția fibrării 
P = P(M,G), cât și acțiunea lui G pe F. Se poate defini o acțiune 
diferențiabilă, la dreapta a grupului Lie G pe varietatea produs P x F 
în modul următor: oricare ar fi (u, () G P x  F  și a € G definim aplicația

((u,^),a) £ P x F x G ( u ^ a  € P x F 
(u, £)a = (ua, a - 1 ^).

Fie E = PF  spațiul orbitelor varietății produs P x F modulo 
acțiunea lui G descrisă mai sus și u ț € E  clasa elementului (u,() G 
P x F. Inițial mulțimea E nu posedă nici o structură de varietate 
diferențiabilă.

Fie TT ; P -> M  proiecția fibrării P-, atunci definim proiecția

-KE \ E M ,TXÊ ^ )  = i^u), (V)u^ G E.

Oricare ar fi r G M vom spune că ÎT̂ ^ X) este fibra deasupra lui x 
sau, dacă TTE(U^) = x, mai spunem că Tr^ți) este fibra prin uț.

Fie {Ua }n e A  o acoperire de trivializare locală a fibrării principale 
P = P(M,G). Avem atunci (4.1), (4.2) și putem defini, oricare ar fi 
ci G .4 aplicația

Sn  : 7FK1(C/Q ) ~^UQ X F ,S a (u ^  = ( ^ f i ^ i i ) ^ , ^ ^  G ^ W - 
. . . <4 1 6 )

Evident, oricare ar fi indicele a  G A, aplicația Sa  este bijecție și

S ^ W )  = zQ(x )^  (V)(x,0 ^ U a x F ,  (4.17)
unde za : Ua  —> T̂ ~X(UO) este secțiunea canonică (vezi 4.6)). Se 
introduce pe E o structură de varietate diferențiabilă încât bijecția 
Sa : ^ ^ ( ^ a )  ^'a x  F devine difeomorfism oricare ar fi a  G A, iar
proiecția TTE ■ E M  devine diferențiabilă.

Vom spune că E = P F  este fibrarea asociată fibrării principale 
P = P(M,G), cu fibra tip (standard) F, cu grupul structural G și 
protecția TTE  ■ E M. Uneori vom nota:

E = P X G F.

Aplicațiile SQ : i^EX(Ua ) -> Ua  x  F ,a  € A se numesc aplicațiile 
de trivializare locală ale fibrării E = PF, corespunzătoare acoperirii de 
trivializare locală {Fa }a g /v
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Oricare ar fi indicele Q G A, x G TV̂ ^ U Q), definim bijecția

Ta ,x : TT̂ 1 (rr) -4 F,T a<x(uț) = ta (u)^, (V)uf G TT̂ 1 (x) (4.18)

(vezi și (4.16)). Avem, oricare ar fi (  G F :

Î ; 1 ®  =  ^ . w f  (-tis)
(vezi și (4.17)).

De exemplu, fibrarea asociată fibrării principale a reperelor liniare 
H M }  cu fibra tip R n , TI =  dim M, este fibrarea tangentă TM.

In adevăr, pe produsul cartezian L(M )x  R n , grupul Gl(rr, R) 
acționează în mod natural astfel:

(V)(u,e) G L(M} x R n ,(V)a G G7(n;R), 
(iz, ()a  = (ua, a - 1 ^) G Gl(n; R).

Clasa de echivalență a perechii (u ,() G L(M )x  R n modulo această 
acțiune a grupului G/(n; R) va fi (u, £) =  S C ^ i  G TX M, dacă (  = 
( ( \  C)> u  = (^  X).,x E M, unde X  = (A \,..., X n ). Această identifi
care este corectă deoarece nu depinde de reprezentantul (u,() al clasei 
(u, £). Deci, orice clasă (a ,() este un vector tangent la M.

Invers, fiecărui vector (  G TXM  putem face să-i corespundă o clasă 
astfel; considerăm UQ reperul canonic din spațiul tangent TXM, în raport 
cu un sistem de coordonate definit într-o vecinătate de coordonate a 
punctului x E M, iar (C1 ; •••>€") € R n coordonatele lui în raport cu 
acest reper.

Din cele de mai sus rezultă T M  = L (M )x G R", G = Gl(n; R).
La fel, fibrarea asociată fibrării reperelor ortogonale O(M) a unei 

varietăți Riemann TI— dimensionale, cu fibra tip R n este T M  ca și cea 
asociată fibrării principale a reperelor special ortogonale SO(M ), când 
M  este varietate riemanniană, orientabilă.

Observație. Cu notațiile anterioare, dacă E = PF  este fibrarea 
asociată fibrării principale P = P(M, G) cu fibra tip F, oricare ar fi 
u E P, a E G, ^ E F avem:

(ua)^ = u(aț). (4.20)

Studiul secțiunilor unei fibrări vec
toriale

In cele ce urmează, P = P(M, G) este o fibrare principală, cu proiecția 
TT ■. P M, G fiind un grup liniar. Dacă fibra tip F este un spațiu
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vectorial, vorn spune că. E  = PF  este fibrare vectorială. Notăm ca de 
obicei T̂ E : E M proiecția.

De exemplu, T M  este o fibrare vectorială cu fibra tip F =  R n ,n = 
dim M.

Fie {Fa }a e 4 o acoperire de trivializare locală a fibrării principale P 
iar {sa )a e 4 familia difeomorfismelor de trivializare locală corespunză
toare, date de (4.1), (4.2). Fie, pe de altă parte, {SQ }Q 6 4 familia difeo
morfismelor de trivializare locală a fibrării asociate E = PF, difeomor- 
fisme date de (4.16). Se introduc de asemenea aplicațiile TQtX,(Y)a € 
A ,x  G 7r- 1 (Ua ), date de (4.18).

Cu aceste notații, demonstrăm:
Propoziția 6. Oricare ar fi punctul x G M, fibra deasupra lui 

x ^ ^ ț x )  este spațiu vectorial izomorf cu fibra tip F.
Demonstrație. Oricare ar fi rz0 G TT̂ 1 (□;) un punct fixat, rezultă că 

^ '( x )  — {“of I € G F}. în adevăr, oricare u ț' G TT̂ 1 (X ) , U G P,^' G F, 
rezultă, din definiția aplicației K E  ■ E ^r M, că Ttțu) = x. în același 
timp avem și TF(U0) = x, deci există a G G încât a = uoa. Avem 
u£ = ^u^a}^ = M M ),di»  (4.20). Notând acum aț' = f, deducem 
V ' = M -

Utilizând structura de spațiu vectorial real a fibrei tip F, definim 
pe ^ '( x ) ,  fibra deasupra lui x G M, o structură de spațiu vectorial 
real.

Operațiile de adunare, respectiv înmulțire cu scalar, se definesc ast
fel: oricare ar fi U o f i / ^ ^ o f  € ’r^ W M  ^ R> avem

“o f i + ^ ^ ^ f i + f i ) ,  (4.21)

A(u0O = d ef M V )- (4-22)
Un izomorfism al spațiilor vectoriale ^ '( x )  și F  se obține con

siderând aplicația u ^  G TT̂ M ) ~ V  € -F".□
Observație. Oricare ar fi z G M  există a  G A cu proprietatea 

x G Ua . Deducem căTa x  : TT̂ ^ X) —> F (vezi (4.18)) este un izomorfism 
de spații vectoriale, ținând cont că ta (u) G G, ^ ) u  G 7r- 1 (x) și G este 
un grup de transformări liniare, din ipoteză.

în particular, dacă fibra F este o algebră reală iar grupul Lie G este 
inclus în A utF — grupul automorfismelor algebrei F, oricare ar fix G M 
spațiul vectorial F, dat de Propoziția 6, poate fi dotat cu o structură de 
algebră reală cu produsul a două elemente arbitrare uoG, M 2 £ 77 E 'W 
dat prin formula:

(u ofi)(“of2) =  Mo(fif'2). (4-23)
Izomorfismul de spații vectoriale Ta x  : 7r£l (xj —> F devine un 

izomorfism de algebre deoarece G G AutF. De asemenea aplicația
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uo€ £ ^E 'W  —> £ C F  este izomorfism de algebre.
Definiție. Se numește secțiune a fibrării asociate E = PF  orice 

aplicație diferențiabilă p : M E, cu proprietatea TTE o p  = 1M , unde 
IM : M M  este aplicația identică.

Vom nota T(E) spațiul secțiunilor fibrării E = PF.
In particular, secțiunile fibrării tangente T M  sunt câmpurile vecto

riale pe M.
Dacă p E F(E), să observăm că se poate defini oricare ar fi o  G A 

aplicația diferențiabilă

Va -Ua ^  F, pa (x) = TQ>x(p(x)), (V)i G Ua . (4.24)

Are loc:
Propoziția 7. Dacă p E F(E), fie {^Q}ae4 familia aplicațiilor 

definite prin (4-24), oricare ar fi indicele a  E A.
Atunci, oricare ar fi punctul x E UQ O Up,a,fi E A, se verifică 

egalitatea:

P 'Ă ^ = ■^a(F)pa (x') (4.25)

unde [sa ^}Qi3 este familia funcțiilor de tranziție corespunzătoare acope
ririi de trivializare locală {Ua }a e A, date de (4-3)-

Reciproc, dacă se dau aplicațiile pa  : Ua ^  F, a E A, ce verifică 
(4-25) oricare ar fi indicii a, 3 E A fi punctul x E Ua E\U ,̂ atunci există 
p E F(E) o secțiune cu proprietatea p fix )  = TQ X (p(x)), (V)x G Ua .

Demonstrație. Deoarece avem (4.24), rezultă oricare arfi x EU a n 
U», a, 0 E  A-

T f i ^ f i x » = T f i ^ ^  (4.26)

și atunci din (4.19), deducem:

za {:r)pfix) = z fix jp fix ) . (4.27)

Din (4.7) și din proprietatea acțiunii grupului Lie G pe F  de a fi liberă, 
deducem (4.25).

Reciproc, definim p : M  E  prin pțx) = T  l{p a țxy),{Y)x E 
Ua ,a  E A. Rămâne de văzut dacă această definiție este corectă, adică 
să arătăm că dacă x E Ua  H U^, atunci are loc egalitatea (4.26). Dar 
(4.26) este echivalentă cu (4.27), cum am observat mai sus. Această 
ultimă egalitate este adevărată, din (4.25), (4.7).□

Să considerăm cazul particular al fibrării asociate fibrării reperelor 
liniare L{M) a varietății diferențiabile reale n — dimensionale M, cu 
fibra tip R n . Aceasta este chiar fibrarea tangentă TM  A varietății M. 
O secțiune p E F(TM) este de fapt un câmp vectorial pe M. Ținând 
cont și de (4.4), se arată că alegând o acoperiere a lui M cu hărțile unui
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atlas {(l/o , ha )}a e A, rezultă că formula (4.25) reprezintă chiar formula 
de schimbare a componentelor câmpului vectorial 99 când se trece de la 
harta țUa , hQ) la harta (Up, h^).

In încheierea acestui paragraf, să remarcăm că, în general, dacă 
E = PF  este o fibrare algebrică, deci fibra tip F  este o algebră, atunci 
oricare ar fi secțiunile ^,(/?i, 992 £ f ^ ) ,  rezultă că putem defini în mod 
natural suma tpi +^2, produsul <pitp2 precum și multiplicarea f<p unde 
f  G F(M ), considerând:

ipr + p 2 ■ M E, f a  +  ^ 2)(i) =  ^1(1) + <p2 (x), (V)x G M
?i<P2 : M E, (^i<^2)(x) = « p iM ^ W , (V)x G M, (4.28) 

f p :  M E, (f(p)(x) = f(x)ip(x), (y)x G M.

Mai mult, dacă {l/a }a€4 este o acoperire de trivializare locală a fibrării 
principale P, rezultă::

(Pl + ¥2)0 = VAa + Wa, 
( ^ l ^ ) a  = T’la ^ a , 

{ f ^ a  = f ? Q ,
oricare ar fi a  G .4. Aceste relații rezultă din proprietatea aplicației 
Ta,* : îr’ ^-ij —> F  de a fi izomorfism de algebre oricare ar fi a  G A, x G 
Ua  și din definiția (4.24)

Derivarea covariantă a secțiunilor

Fie E = P R n fibrarea vectorială asociată fibrării principale P = 
P(M,G), cu fibra tip spațiul vectorial real R n și grupul structural 
G C GL(n-R).

Dacă {L'ajo^ este o acoperire de trivializare locală a fibrării prin
cipale P, vom utiliza notațiile din paragrafele precedente pentru difeo- 
morfismele de trivializare locală, funcțiile de tranziție corespunzătoare, 
etc. Considerăm T o conexiune pe fibrarea principală P. Oricare ar fi o 
secțiune ^  G F(E) și pentru orice X  un câmp de vectori pe M, putem 
da următoarea noțiune:

Definiție. Derivata covariantă X  x ^  a secțiunii p G F(E) în 
direcția câmpului vectorial X  G X [ M \  în raport cu conexiunea F este 
secțiunea fibrării E  corespunzătoare familiei de aplicații { (V x ^ a ja d , 
unde oricare ar fi indicele a € A, (X x ^ a  ■ UQ F,

(X x p}a = p a ^ x }+  u a (Xypa , (4.29)

{wn }a e ? i fiind familia l-formelor g— valuate asociate conexiunii F, core
spunzător acoperirii {Ft t}a g / i (a se vedea teorema 4).
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Pentru buna înțelegere a acestei definiții se impun unele comentarii.
Oricare ar fi punctul x E UQ, să observăm căuiQ(XI ) este o transfor

mare liniara a lui R n , deci are sens WaiX^ipațx) deoarece <pa (x) G R n

Formula (4.29) generalizează formula de derivare covariantă a câm
purilor vectoriale ale unei varietăți diferențiabile M în raport cu o 
conexiune liniară. In adevăr, se are în vedere faptul că orice câmp 
vectorial pe M  este o secțiune a librării tangente T M  care poate fi 
privită ca fibrare asociată fibrării L(M) a reperelor liniare a lui M, 
cu fibra tip R n , n =  dim M. Pe de altă parte, orice conexiune liniară 
V pe Af este de fapt o conexiune pe fibrarea reperelor liniare L(M). 
Păstrând notațiile generale, fie y? € F(TM) un câmp vectorial pe M, 
iar {Ua }a e A o acoperire a lui M  cu vecinătăți de coordonate. Pentru 
a E A fixat, avem

^(x) = ^ { x } ^ - { x } ,  ^ } x  € Ua , 
ox l

unde { ă ? , - - , ^ }  reprezintă câmpul canonic de repere pe Ua .
Atunci Ta T \ip(x)) = ^ ( x ^ ,  unde { e ! ,. . .^ }  este reperul canonic 

din R n . Dacă X  = ^ - ,  cu notația (4.12), formula (4.29) devine:

(V = #  + F M .  (“ )
dxJ  0 X J  J

adică bine cunoscuta formulă ce exprimă componentele relativ la o 
hartă ale derivatei covariante a unui câmp de vectori p> E F(TM) în 
direcția câmpului de vectori X.

In cazul general, se pune problema următoare: definiția derivatei 
covariante X  xW a secțiunii p> G F(E) este corectă? Pentru a răspunde 
la această întrebare, trebuie studiat dacă în adevăr familia de aplicații 
{(VA'^)a}a£4 definește o secțiune a fibrării E. Conform Propoziției 7, 
este de văzut dacă, oricare ar fi indicii a, /3 E A, se verifică egalitatea:

(V x ^ M x )  = s ^ x ^ ^ x ^ a i x ) ,  (V)x EU a D Up. (4.31)

Utilizând (4.11), (4.29) avem succesiv:

(V x v M x )  = M  w= ^ . ( X J  + [ ( a ^ W r M ^ )  + T(spa t (X x ) ) ] ^ x )  d  >

Din (4.25), folosind regula Leibnitz [17] de calcul a diferențialei unei 
funcții diferențiabile definite pe un produs de varietăți diferențiabile, 
deducem:

^ t ( - ^ i )  — p a t^ ^  x ) iP a ( ,x }  4”  & 0 a ( x ) (P<**(.X x )  ■ (4.33)
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înlocuind (4.33) în (4.32), rezultă (4.31), dacă se folosește și egalitatea:

Sf5a*(Xx)sa fix ) + 8^a țx)sa 0t țX x ) = 0, 

ce provine din diferențierea ambilor membri ai formulei

Spa (x)sa p(x) = e,

e € G fiind elementul neutru. Deci definiția este corectă. Are loc
Propoziția 8. Oricare ar fi secțiunile ip,pi,<P2 £ r (£ ) , funcția 

f  € E țM ) fi câmpurile de vectori X ,Y  E X țM ), se verifică egalitățile:

^ X  + Y^ = V xP  + ^ Y ^ i
V fx V  = f ^ x V ,  /4  341

V x ( ^ i  +  992) =  V x ^ !  +  X  x^V-
Demonstrația o lăsăm ca exercițiu.

Să observăm că proprietățile (4.34) generalizează axiomele date în 
definirea unei conexiuni liniare după Koszul.

Prezentăm acum unele generalizări.
Definiție. Fie P = P(M, G) o fibrare principală și p : G —> GLțV) 

o reprezentare liniară a grupului Lie G, unde V este un spațiu vectorial. 
Atunci se poate defini o acțiune diferențiabilă, la stânga a grupului Lie 
G pe spațiul vectorial V astfel:

(a, e) e G x V -> p{a)ț € V. (4.35)

Fibrarea asociată fibrării principale P = P{M,G), cu fibra tip 
spațiul vectorial V, pe care G acționează la stânga prin intermediul 
reprezentării p, ca în formula (4.35), se numește fibrare vectorială aso
ciată reprezentării p și se va nota E = PVp sau E = P x p V.

In cazul particular când G este un grup liniar și p = Id, se obține 
fibrarea vectorială PV  asociată fibrării principale P, cu fibra tip spațiul 
vectorial V.

Fie {Ua }a e A o acoperire de trivializare locală a fibrării principale 
P = P țM ,G \  Oricare ar fi a  G .4, x G Ua  definim aplicația Ta x  : 
n ^ țx )  —> V, prin

^ ^ (« O  =  p(ta (u )^ , (V)u( £ E = PVp .

unde s-au folosit notațiile definite prin formulele (4.1), (4.2). Rezultă 
oricare ar fi indicii a, fi £ A, oricare ar fi £ G V,x G Ua  Q Up formula:

T ^ T O T - ^ )  = p(sb a(x))E

Definiție. Fie T o conexiune pe fibrarea principală P = P(M ,G) 
și 99 G rțP V fi o secțiune arbitrară, iar X  un câmp de vectori pe M.
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Se numește derivata covariantă a secțiunii ip în direcția lui X , în 
raport cu conexiunea f  secțiunea X  xV  € ^(P^p) dată prin formula:

(V x^)Q =  ^ W  + P . M ^ a  (4-36)

unde {ua }aeA este familia 1— formelor locale de conexiune ce cores
pund acoperirii de trivializare locală {l/t t}a eA.

Se demonstrează că definiția aceasta este corectă. Formula (4.36) 
generalizează formula (4.29).
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F ib ra rea  Clifford

D efiniție. Secțiuni

Fie varietatea riemanniană n — dimensională (M,g) și 0(M )  fibrarea 
reperelor ortogonale a lui M.

Amintim că punctele varietății O(M) sunt perechi (x ,X )  unde x  G 
M, iar X  = (A'1,...,A \l) este reper ortonormat în raport cu gx , din 
spațiul tangent TX M.

Orice element u = (x ,X )  G O(M) poate fi privit deopotrivă ca 
izometria u : R" —> TX M ., u(et ) = An  (V) z G {l,...,n} unde {e{ ,...,e n } 
este reperul canonic din R".

Reciproc, orice izometrie u : Rn —> TXM  furnizează un reper X  = 
(A'i, A„) ortonormat în raport cu gx al lui TXM, considerând Xi =

Grupul structural al fibrării O(M) este grupul ortogonal O(n).
Propoziția 1. Orice transformare ortogonală a G O(n) se extinde 

la un automorfism ă : Cln  —> Cln .
Demonstrație. Din definiția grupului ortogonal, rezultă că ori

care ar fi o G O(n) și oricare ar fi x  G R n avem Q(x) = Q(ax), 
unde Q este forma patratică standard pe R '1. In algebra Clifford Cln 
se verifică egalitățile: x 2 = — Q(x).l, (ax)2 = —Q(ax).l, de unde 
(ax)2 = —Q(.r).l. Din proprietatea de universalitate dată în definiția 
algebrei Clifford, există un morfism de algebre unic ă ce face comutativă 
diagrama:

97
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cin 0 \  2
R n  _a Cln

unde 6 : R" -+ Cln  este incluziunea canonică.
Fie { /i,..., / n } o bază ortonormată arbitrară din R n și

{/ti'"/is}l<ii<...<ts<n, s  F {0, 1, ..., Tl}

baza corespunzătoare a algebrei Clifford Cln .
Cum aplicația d : Cln  —> Cln  este morfism de algebre, avem

^ f i x - k }  = a(fix)-a(fis),
(V)l < ii < •■• < is < n ,s  G {0,1,..., n}.

Transformarea a : R n  —> R n fiind ortogonală, rezultă că

(« ( / ,) ,. .„ » ( / ,) )

este o bază ortonormată, deoarece { / i , . . . , /n } este o bază ortonormată. 
Atunci

{a(/i l ) . . .a ( /J } i l < ...<i s ,s  € {0,1,...,n}

este o bază din Cln , deci 2 duce o bază într-o bază deci este automorfism 
de algebre. □

Am demonstrat astfel că O(n) C AutCln . Este de observat ca orice 
automorfism 2 al lui R n ce extinde o transformare ortogonală a G O(n) 
are proprietatea de a invaria spațiul vectorial Rn . Se arată imediat că 
singurele autornorfisme ale algebrei Clifford Cln ce invariază spațiul 
vectorial R" sunt de această formă. în adevăr, dacă f  G Aut.Cln este 
un automorfism ce invariază R n , atunci (V)z G R ” , avem f(x )  G R '1 ; 
mai mult, din proprietățile algebrei Clifford:

x2 = -Q (x ) .l ,( f (x ) ) 2 = -Q (f(x )) .l .

Cum f  este automorfism, rezultă ffir2) = (/(rr))2 , de unde, Q(x) = 
Q (f(x)). Deci restricția lui f  la R" este o transformare ortogonală.

Din teoria generală, deoarece O(n) G AutCln , rezultă că există 
fibrarea algebrică asociată fibrării reperelor ortogonale O(M), cu fibra 
tip algebra Clifford Cln ,n  = dim A/. Vom nota această fibrare Cl(M] 
și o vom numi fibrarea Clifford a varietății riemanniene M. Se notează 
uneori:

Cl(M ) = O(M) x o (n ) Cln .
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Urmărind construcția generală a fibrărilor asociate, să vedem care 
sunt punctele varietății C l{M \ Oricare ar fi (u,ip) G O(M) x Cln , să 
scriem

¥ = 12 € R,
l < î i < . . .< z s < n 

s = 0 ,l , . . . ,n

unde {ei,..., en } este baza canonică din R n . Definim o acțiune la stânga 
a grupului ortogonal O(n) pe F  = Cln  în modul următor: oricare ar fi 
a G O(n), (u, p) G O(M) x Cln , u : R n  —> 7^A/—izometrie,

((rz, p),a) G O(M) x Cln  x O(n) —> (u, p)a G O(M) x Cln 
(u, p)a = (uo a, a~l p)

unde u o a : R n  —> TX M  este izometria obținută prin compunerea 
transformării ortogonale a G O(n) cu izometria u iar

«’ 1¥’ = £  Vl l ' lsa ~ \e l l ) . . x r \ e l ^
l< i i< . . .< i s <n

5=0,1,...,71

Deducem că orbita elementului (w,< )̂ G O(M) x Cln modulo această 
acțiune a grupului ortogonal O(n) pe varietatea produs O (M )X C ln 
este:

^ =  E  ^ ‘ ^ . . . A ^  (5.1)
1 < i  1 < ... < z s  < n

S=0,l,...,Tl

unde {X b-^Y,,} este reperul ortonormat în raport cu gx  din spațiul 
tangent TX M  obținut prin ?z(e2) = Xi, (V)z G {1, ...,n}.

Din (5.1) deducem că up  G Cl(gx } unde Cl(gx ) este algebra Clifford 
asociată formei patratice gx  : TXM  —> R. Reciproc, orice element din 
Cl(gx ) este orbita unui element (u, p) G O(M) x Cln , modulo acțiunea 
grupului ortogonal O(n) pe O(M) x Cln . Ca urmare:

Cl(M ) = Ux e M Cl(gx ). (5.2)

Notând cu ÎT : Cl(M) —> M  proiecția, rezultă că 7r- 1 (x) = Cl(gx ), 
oricare ar fi punctul rr G M. Deci, fibra fibrării Clifford Cl(M) deasupra 
oricărui punct x G M este algebra Clifford Cl(gx ). Este de observat că 
oricare ar fi punctul x  G XI, avem incluziunea canonică TX M  C Cl^g^ 
și ca urmare T M  G CL(M}.

Să studiem acum secțiunile fibrării Clifford Cl(M ). Considerăm 
{Ua }n ^A o acoperire de trivializare locală a fibrării O(M) cu vecinătăți 
de coordonate normale. Va rezulta (4.4) unde (x1, ..., rr"), ( i '1, ..., x'n ) 
sunt coordonatele pe Ua  respectiv lip iar sap : UQ A Up —> O(n) sunt 
funcțiile de tranziție corepunzătoare acoperirii date, oricare ar fi in
dicii a, Ii G .4. Orice secțiune p  G r(C l(M )) va fi dată de o familie
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{VaJaeA.,^ '■ Ua  Cln ,(V)a G A încât se verifică condițiile (4.25). 
Ca urmare, pentru ci, /3 G A arbitrari avem respectiv:

v« = E  ^ ' ■ e n ...ei„ ^ - ' - e  P (M ), (5-3)
l<ii<...<i s < n 

s=0,l,...,n

W =  E  ^  F I M ) ,
1< Î I  <...<is <.n 

s=0,l,...,n

unde

^ p - is (5.4)

Formula (5.4) generalizează formula de schimbare a componentelor 
unui câmp vectorial al lui Af la o schimbare de hartă. De altfel, 
câmpurile vectoriale ale lui AI sunt cazuri particulare de secțiuni ale 
fibrării Clifford Cl(M ).

Derivarea covariantă în Cl(M)
Fie V conexiunea Levi-Civita a varietății riemanniene n — dimensionale

Oricare a rf i^ G  F(C/(Af)), X  € X (M ) se definește derivata covari
antă a secțiunii p în direcția câmpului vectorial JV ca o nouă secțiune 
Xx<P ^ r(C7(A/)) definită prin familia de aplicații { (V x^ajag^, date; 
prin formula (4.29).

Să explicităm termenul wa (X )^ a  din formula (4.29). Cum wa (X) G 
o(n), unde o(n) este algebra Lie a grupului ortogonal O(n), există un 
drum diferențiabil a : (-e ,f)  —> a(t) G O(n),e > 0, cu proprietatea că

a(0) = In , |t 0 = ^ (* ), (5-5)at
unde In este matricea unitate de ordin n. Presupunem că secțiunea 
ip G r(Cl(Af)) se exprimă local prin formula (5.3). Atunci, oricare ar 
fi i G (—c,c), deducem:

aW<Pa = 12 g%"l’a(t)ei l ...a(t)ei, 1
1<Î !<...«, <71

s=0,l,...,n

având în vedere că O(n) C AutCln . Prin calcul, obținem, ținând cont 
de (5.5):
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l â (X )p  = 12 E ^ a ' ^ i - ’- ^ - iM ^ ) ^ ^ ^ ^  (5 -6 )
1<2!<...<is<n j=0
s=0,l,...,n

In particular, dacă p  este câmp vectorial pe M, formula (5.6) devine 
(4.30) adică exprimarea în coordonate locale a legii de derivare co- 
variantă în direcția lui X a câmpului de vectori p. Cum am remar
cat anterior, avem T M  C Cl(M). Deci orice câmp vectorial pe M 
este o secțiune din r(Cl(M )). Observăm acum că derivarea covariantă 
a secțiunilor din r(C l(M )) generalizează pe aceea a secțiunilor din 
V (T M \

Propoziția 2. Oricare ar fi p , ^  E r(C l(M )) și X  E r(T M ) are 
loc egalitatea:

^ x ^ }  = ^  x ^  + ^ x ^ Y  (5.7)

Demonstrație. Considerăm {t/Q }Qe4 o acoperire de trivializare lo
cală a librării reperelor ortogonale O(M). Ca urmare, secțiunile p, res
pectiv p  vor fi caracterizate de familia de aplicații {^JogA, respec
tiv {<,\ij„SA. Deoarece avem egalitatea (p'ib)a = tPa^a-iW® ^ A  din 
formula Leibniz deducem:

( ^ „ . ( A 'J  =  pa .(X x )ipQțx) + p a (xW a t (X x Y (5.8)

oricare ar fi X E X țM ),x  E Ua ,a  E .4. Din (4.36), rezultă oricare ar 
fi X  E X (M ) :

^ x i ^ M  = ( ^ ) « 4 ^ )  + ^c (X x ){pa {x)ipQ(x)). (5.9)

Din (5.6), deducem:

^ ( ^ ^ ( ^ ( . ^ ^ ( . ' r ) )  = (wa (XI )^ a ( .r ) )^ ( i )+  , .
+pa { x ) M X x ^ a țx)). 1 }

Introducând (5.8) și (5.10) în (5.9) și ținând cont de (4.36), rezultă 
formula cerută (5.7). □

Considerăm, ca și până acum că M este o varietate riemanniană, cu 
metrica g. Fie acum {ci, ...,en } un câmp ortonormat de repere definit 
pe un deschis U C M. Orice secțiune p E V(Cl{M)) se poate exprima 
local, pe U, sub forma:

p =  £  a1' - ^ . . . ^  (5.11)
l<ii <...<i«<n

deoarece oricare ar fi x G (/ avem p(x) E Cl{gx ).
Corolar 3. Oricare ar fi X  E X țM ) avem:
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s= 0 ,l,...,n  ic  i n )
+  E i < i i < . . . < i s < n  E ^ = i ( V x C i j J e ^ + j . . . e i s .

j= 0 ,l,...,n

Demonstrația este imediată aplicând Propoziția 2 și ținând cont că 
ek G r(C l(M )),(\/)k  G {l,...,n}.

Structura riemanniană

Vom introduce pe fibrarea Clifford Cl(M) o structură riemanniană ce 
va fi notată <, > . Fie [e1 ; ..., eTl} un câmp ortonormat de repere definit 
pe un deschis U C M.

Vom spune că /  = (zi,...,zs ) este un multi-indice, dacă i i , . . . ,i s 
sunt numere naturale satisfăcând condițiile 1 < ii < ... < is < n. 
Numărul s 6 {0,1,..., n} se va numi lungimea multi-indicelui I. Notăm 
e/ = e ii---e is -, dacă I = (ix ,...,^) este un multi-indice.

Oricare ar fi multi-indicii I = (ii, ...is ), J  = (ji, •••,./,■), definim:

<  e i ,  e J > — ^ u

unde

1 dacă I  = J
0 dacă I ^  J

(5.13)

(5-14)

Este ușor de constatat invarianța formulei (5.13) la schimbarea 
câmpului ortonormat de repere {ei,...,en }, având în vedere ortogo- 
nalitatea matricei de trecere.

Este util de observat că (5.13) se poate scrie echivalent sub forma:

< O1---f'î.,,Oi- -Or > =  dr4 det(<7(eîu ,e JJ)u=i„.„4. (5.15)

oricare ar fi multi-indicii I  = (0, ..., is ), J  = (ji, ...,jr Y
Introducând pe fibrarea Clifford Cl(M) structura riemanniană <, > 

dată de (5.13), oricare ar fi punctul x G M  fibra Cl(gx ) deasupra lui 
x G M este dotată cu produsul scalar <, >x ce face ca baza

{ O i (^O ” ’^ »  (^ O } l< ii  < ...< is <n
5 = 0 ,l r ..,n

să fie ortonormată.
Mai mult, se știe că TM  C Cl(Af); avem <, > |™ =  g-
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Propoziția 4. Dacă V este conexiunea Levi-Civita a metricii 
g a varietății Riemann M, atunci, oricare ar fi X  G X țM },^ ,^ )  G 
VțClțM)}, are loc egalitatea:

< X  x V ,^  > + < V, V x ^  >= X  < ip,’if > . (5.16)

Demonstrație. Fie {ei,..., en } un câmp ortonormat de repere definit 
pe deschisul U Q M.

Considerăm secțiunile tp,tf E rțC lțM )) date local prin expresia 
(5.11), respectiv:

= £  V '- j r e] x ...ej r ,V 1- - ^  (5.17)
l<jl< -<jr<n 

r= 0 ,l,...,n

Utilizând (5.11), (5.12), avem:

< ^ x V ,^  > = < lli<il <...<is<nXța l i - - ^  > +
5= 0 ( l r ..,n

<  £ ! < ; ! < . . . « , < „  Z U i a , I " " , ' e i i - " e 4 - i ( V ^ ^  >
s= 0 ,l,...,n

unde 0 se exprimă local prin formula (5.17).
Din (5.15), deducem că în suma precedentă toți termenii care au 

r ^  s sunt nuli.
Pentru a calcula produsul scalar

scriem

= -v'vA  = £  xn.».
U=1

și apoi punem indicii din mulțimea S = ții, ...,1^-1, u ,ik + i , ..., is ) în 
ordine crescătoare.

Termenii care conțin indici egali se vor anula, deoarece avem for
mula e] = —gței,ei)A,(ff)i G {l,...,n}, (vezi (3.9)) și atunci multi - 
indicii ce se prezintă în produsul scalar au lungimi diferite. Dacă indicii 
din S  sunt distincți, aranjarea factorilor eix ...eilc_l eueik ...e^ în ordinea 
strict crescătoare a indicilor lor, revine la un număr de schimbări de 
semn, deoarece are loc de asemenea formula et Cj = — ejez , oricare ar 
fi indicii distincți i , j  G {l,...,n} (vezi (3.9)). Aceleași modificări de 
semn se fac când se schimbă ordinea liniilor din det(g(eu , e„))u £ 5, unde 
J  este multi-indicele J  = ț j i , . . . , j s ), pentru a pune elementele a G S 
să indexeze liniile matricei țgțeu ,e v ))u^s în ordine strict crescătoare. 
Rezultă:
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<  e i i  - - A t - i 

p ( e i l , e J l ) 

9 ^ ^ }

{^X e ik )e ik+} ■■■̂is i Cji •■■̂js > — 
9^2^32) • 9 ^ ^ j s )
9 ^ 2  > Cji) 9( î2 ) ĵs )

9{e iic-iJe jl) 9(e zk-l>e j2)
9 ^ x e l k ,e j l ) g(V x ei k ,ej 2 )
9(e ik+i’e jl) 9(e ik+iz e ji) 9 ^ k + i^ j . )

9(eik_} ,e j 3 ) 
g ^ X ei k ,e j s )

• (5.18)

9(ei3 ,e j t ) g(ei s ,e j 2 ) 9 ^ i s ,e j s )

Utilizăm acum faptul că V este conexiune metrică, deci:

9(V x el k ,eJ v) +g(e l k y x e] v ) = Xg(e i k ,e j v ),(Y)v G {1 ,-,*} ,

de unde:

5(Vx t W j J  + g(el k , VxCjJ =  0,(V)v G {l,...,s-}.

Atunci, din (5.18) deducem:

< Xe ik )(\ k + l ---e i.s , > =
~ < czi ...c,s , tj, ...CjĂ;_1 (VxcJlt)f3A.+ 1 .

Urmează:

<  V x ^ ,  0  > =  £i<3i<...<js<nX(aJ' - Js)bj ^ 
s = 0 ,l , . . . ,n

+  £ l < J I < . . . < J . < n ^ 1 -- ^  < ^ ,X x ^  > =
s = 0 , l , . . ,n

= X  < ip,^ > — < p ,X X ll> > . □

Fie M  varietate riemanniană orientabilă, cu o orientatre dată. Se 
poate defini pe Cl(M) o secțiune globală w. Oricare ar fi un câmp 
ortonormat de repere pozitiv orientat {ei,...en } definit pe deschisul 
U Q Af, considerăm

cu |r/= O- ’-Oi, n = dim M. (5-19)

Dacă U' C M  este un alt deschis ca proprietatea U Ci U' ^  0 și 
{e ,̂ ...,^ 1} este un câmp ortonormat de repere pe U', pozitiv orientat, 
atunci pe UQU' avem e' = ^ j= i a ie j, unde (a{(x))ij G SO(n), (V)x G 
U O U'. Calculăm
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n
e ' i - <  = Z  a\l ...a^e^...e l n . (5.20)

Suma din membrul drept din egaliatea (5.20) se desparte în două sume: 
una cu toți indicii i i , . . . ,in distincți și una în care cel puțin doi dintre 
acești indici sunt egali. Cea de a doua sumă se anulează deoarece, de 
exemplu, dacă i t = i2 = i atunci EX i “î ^  =  0, matricea a = (a))^ 
fiind ortogonală. Deducem că (5.20) devine:

e l-"e n — 52 a \ ■■■a n e ii---e in- (^-21)
i i  v > in 
dist.

Indicii i i,...,in € {l,...,n} fiind distincți, rezultă că {zi,...,zn } = 
{1,..., n}. In fiecare termen al sumei din membrul drept al formulei 
(5.21) putem pune indicii zi,...,zn  în ordinea crescătoare. Avem per
mutarea

1 2
<7 =  . .

\  *1 1'2

n 
i-n

Atunci deducem:

= (deta)e1...en =  e l ...en

deoarece a G SOțn). Deci secțiunea cu |f/ dată prin formula (5.19) se 
poate extinde la o secțiune globală u> G r{C l{M )\

Secțiunea globală OJ are următoarea proprietate:
Propoziția 5. Fie (M,g) varietate riemanniană orientabilă și 

orientată, iaru secțiunea globală dată pe deschisul U Q M prin formula 
(5.19), unde {ei, ...,en } este un câmp de repere pozitiv orientat definit 
pe U. Atunci

Vx w = 0,(V)A G A(A/), (5.22)

unde V este conexiunea Levi-Civita a metricii g. 
Demonstrație. Vom arăta că

< Vx w, 0 >=  0, (V)^ G VțClțM )), (V)X G X țM fi (5.23)

Este suficient să probăm că:

<  ^ C j  ( ^ 1  • • -^T l) 5 ^ i l  • • -^is >  0 , (5.24)

oricare ar fi multiindicele I = ( q , ..., z.,), s G {0,1,..., n}, j  G {l,...,n}. 
Din Propoziția 4 avem:
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< V e>(e1...e„),ei l ...eis > =  -  < ei...en , V ^ței,...^ ,) > . (5.25)

Din (5.12) avem: 

n n

Vej.(ei...en ) = Ș2 £2 r j fcei...efc_1er efe+i...en . (5.26) 
l = l r = l

unde am notat ^ e jek =  £ " = i r j t er ,(V)j,i: G {l,...,n}. Dacă r $ 
{1,..., A: — 1, A: + 1,..., n} rezultă r = k, deci

dacă r G {1,..., A: — 1, A: +  1,..., n} atunci, din (3.9) deducem că

^  1 • • • ^ 'k - l^ r ^ k - t -1 •• -^n  — ^ j i  ■ " ^ j n - n  ^ ^  { 1 , 1 } ,

unde 1 < ji < ... < j n ^x < n, iar {fi, . . . j n _i} = {1,..., n}\{A:, r}.
Din (5.15), rezultă că egalitatea (5.24) este verificată pentru s 6 

{0, l , . . . ,n  -  2}.
Dacă 6 = n — 1, avem imediat:

< ei...e„, Ve> (e£1 ...ei s ) > =  0

și atunci din (5.25) rezultă că egalitatea (5.24) se verifică și în acest 
caz.

Dacă s = n, atunci din (5.25) deducem (5.24).□
Propoziția  6. Oricare ar fi p ,^  G r{Cl{M)) și oricare ar fi 

i G {1,..., n} avem:

< e^p, e ^  >=< p, '0 > (5.27)

unde {«!,...,£„} este un câmp ortonormat de repere definit pe un de
schis din M.

Demonstrație. Este suficient de demonstrat că:

<  e iC i^ . . ,e i s  ̂ C i C j ^ . e j r >  — <  C i1 . . . e i a , C j i . . .C j r  > ,  (a.28)

oricare ar fi multiindicii I  = (fi, ...is), J  = (ji, ...fir), $, r G {L n }-
Se prezintă următoarele cazuri:
- Cazul l . i , $  { i i , - , i s }C { j^ - .J r }
Utilizând (5.15), deducem:
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< f^ie^ ...Cis , e-jejl ...e jr > —
9 ^ , € ^  g ^ ^ j f i  . . . g (e i ,e j r ) 
g ^ e f i  g ^ ^ e ^ )  g ^ , ^ , )

g(e i s ,e i)  g (e t s ,e j f i g ^ ^ j r }
g ^ ^ )  • ■ • g ^ e j r )

e is1 e j f ' e jr

g ^ e ^ ) g ^ i s ^ j r )

deoarece g{ei, e j  = 1 iar g(e.i, ej^ = gfa , e^.) = 0, (V)u € {1,..., r}, w G 
{1,...,«}. Egalitatea(5.28) este astfel verificată pentru acest caz.

- Cazul 2. i G {?i, ..., zs }, z $
In acest caz, fie i = tk,k 6 {1,...,$}. Avem

t’it’i} ■■•(’i, — Cik €jl ...f’is — ( 1) C^ . ..ețk .. .Ci*.,

semnul ~ pus deasupra lui elk arătând că elk lipsește din produsul re
spectiv.

Ambii membri al egalității (5.28) se anulează deoarece va rezulta 
un determinant cu o coloană nulă sau linie nulă.

- Cazul 3. i 6 {M, ...,is } A {ji, ...,.7.,}
Va rezulta:

< cl el I ...e^,e1eJ l ...ejr > = < e11...eî ...e,s l cJ l ...e1...cJr > = 
= < Cil ...Cis ,e j i ...ejr >,

cum se deduce din dezvoltarea după elementele liniei (sau coloanei) i 
din determinantul det(^(eiu , eJv))Ui„, u E {1,..., s}, v G { 1 , r}.

Deci egalitatea (5.28) este adevarată în toate cazurile.D
Rezultă imediat:
C orolar 7. Oricare ar fi X  G X^M} un câmp de vectori unitar fi 

(p,^ € r(Cl(M )) are loc egalitatea:

< Xip, X  fi > = < <p,i/> > ( 5 » )

unde juxtapunerea dintre X  fi o secțiune a fibrării Clifford ClțM ) sem
nifică produsul lor.

Demonstrația este imediată. Dacă X  G X (M ) are proprietatea 
g(X, X) = 1, atunci alegem un câmp ortonormăt de repere {el ; ...,e„} 
cu proprietatea e v = X. In continuare folosim Propoziția 6.
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108 Fibrarea Clifford

Definiție. Oricare ar fi X, V 6 Tx M ,x  G Af se pune în evidență 
endomorfismul RXY ■ Cl{gx ) —> Cl(gx ), numit transformarea de cur
bură și definit prin:

RXYP = ^ X ^ Y p  ~ ^ Y ^ X p  ~ ^[X,Y]P (5.30)
oricare ar fi elementul p € Cl(gx ).

Dacă X ,Y  E X(M ), se poate defini de asemenea transformarea 
de curbură RXY ■ F(C/(Af)) —> r(C l(M )) prin (5.30), oricare ar fi 
P G r(c i(M )).

Este de observat că, în particular, când p, ^  G X țM }  formula (5.30) 
este formula de definire a operatorului de curbură al varietății rieman- 
niene (M,g).

Un calcul direct, folosind (5.30) și (5.16) conduce la formula:

< RXYP, ^  > X < p, RXY  ̂ >=  0, ,.
(V)^, 0 G r(C7(A/)), A; Y G X (M). P  '

Utilizând (5.30) și (5.7) deducem de asemenea:

RXY(P&) = (RXYP)P + P(RXY )̂> HAI
(V)^, v  G r(C7(A/)), X, V G X{M Y '

unde juxtapunerea a două secțiuni din ClțM ) denotă produsul lor.
Dăm sub formă de exercițiu alte câteva proprietăți.
Exerciții.
1) Fie (M,g) varietate Riemann orientabilă.
Considerăm a: forma globală definită local pe un deschis U C M 

prin (5.19).
Oricare ar fi x G Af, fibra deasupra sa a librării Clifford Clț.M) este 

algebra Clifford Cl(gx ). Automorfismul canonic a  : Cl(gx ) —> Cl{gY 
dat de «(X) = -A ’ oricare ar fi /X' G TX M conduce la Z2 — graduarea

Cl(gx ) = C l + (gx )® C l-(g x ).

Arătați că

C T{gY = {p € c i(g x ) I x>p = ±p}.

2) Arătați că ^ G Cl±țgx ) implică X x p  G ClYțgYh oricare ar fi 
A' G TXM. Indicație. Avem X x ^ p )  = ^ x p  deoarece VxW = 0.

3) Oricare ar fi X ,Y  G Tx M ,x  G A/, transformarea de curbură

RXY : Cl(gx ) -* Cl(gx )

are proprietatea de a păstra Cl± {gx ). Indicație. Se folosește definiția 
transformării de curbură precum și exercițiul precedent.
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Operatorul Dirac

F ib ră r i  D irac

In paragraful 3.2 am studiat câteva proprietăți ale Cln — modulelor.
Fie S  o fibrare vectorială de bază varietatea riernanniană, TI— di

mensională (M,g), cu proiecția 7r, CU fibra tip un C7„ —modul V. Există 
deci o reprezentare p : Cln —> Hom(V, V) și vom nota ca de obicei 
multiplicarea Clifford p(^\u = ip.v, (Y)v E V ,p E Cln . Să observăm 
că fibra 7r_ | (.f) = S,. deasupra oricărui punct x E M  este un Cln — 
modul izomorf cu fibra tip V. în adevăr, formula (4.18) definește pen
tru fiecare .r e M un izomorfism Ta x  : TT- 1 ^ )  —> V. Atunci putem 
considera reprezentarea p' : Cln —> H()m{r:~}-{x )^ ~ l {x\) definită prin 
formula p \ p ) ^ )  = T~) o p(<p) o Ta>x(uț).

Un exemplu de astfel de fibrare este chiar fibrarea Clifford Cl(M). 
în adevăr, fibra tip a acestei fibrări este Cln . Pe de altă parte, Cln  este 
Cln -  modul prin reprezentarea:

Ps : ClH -> Horn{Cln ,C ln ),p s (tp)^ = 9?V>, (V)(/?, 0 € Cln , 

unde juxtapunerea <p-̂  denotă produsul elementelor respective în alge
bra Clifford Cln . Deci, în acest caz particular, multiplicarea Clifford 
este înmulțirea la stânga din algebra Clifford Cln .

Se poate defini de asemenea repezentarea:

Pd -C ln ^  Hom(Cln , Cln ), P d ( .^  =  ?M (V)^, -0 € Cln

109
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110 Operatorul Dirac

și, în acest caz, multiplicarea Clifford este înmulțirea la dreapta din 
Cln .

Definiție. Se numește fibrare Dirac o fibrare vectoriala S  cu baza 
varietatea riemanniană n — dimensională (M,g), cu fibra tip un Cln — 
modul, dotată cu o structură riemanniană <, > încât se verifică ori
care ar fi ai,(72 ,<j G r (S ) ,e ,X  G X (M ),g(e,e) =  1, 99 G r(Cl(M )) 
formulele:

<  e.O-!,  C.CT2 >  =  <  O-!,  (72 > ,  (6-1)

^ M  =  ( ^ ¥ ’)-ff + ¥’-(^x f f), (6-2)

X  <  (7i,a2 > = < Vx&i,c>2 >  +  <  <?!, V^<72 >  (6-3)

unde V^ este derivarea covariantă în direcția lui X  indusă de conexi
unea Levi-Civita a metricii g a varietății de bază M. [18]

Dacă S  este o fibrare Dirac, atunci formula (6.1) este echivalentă 
cu

<  e.(Ti,(72 >  +  <  <71,6.(72 > =  0 (6-4)

oricare ar fi e G X (M ),g(e,e) = 1,(7I ,(72 G T(S).
Definiția librării Dirac poate fi extinsă pentru cazul în care vari

etatea M de bază este pseudo-riemanniană. In acest caz, fibra tip a 
fibrării Dirac va fi un spațiu vectorial de reprezentare pentru algebra 
Clifford asociată formei patratice Q, de aceeași signatură cu metrica 
varietății pseudo-riemanniene M.

Definiție. Fie S  o fibrare Dirac și D : F(S) —> f(S) operatorul 
diferențial de ordin întâi, numit operatorul Dirac, definit prin formula:

Da =  i> . V * ( 7 , ( V ) ( 7  G r ( S ) ,  (6.5)

i= 1

unde {ei,..., en } este un câmp de repere oronormat definit pe un deschis 
al varietății de bază M, iar V este derivarea covariantă a secțiunilor 
fibrării Dirac S indusă de către conexiunea Levi-Civita a metricii g a 
varietății M.

Este un exercițiu elementar demonstrarea invarianței operatorului 
Diiac D la schimbarea câmpului ortonormat de repere {el ; ...,en }.

Exemple
1) Acesta este un exemplu de importanță istorică, ce a condus la 

introducerea algebrelor Clifford.
în 1920, fizicianul P.A.M. Dirac a căutat un operator diferențial 

de ordinul I, Lorentz-invariant al cărui patrat să fie operatorul Klein- 
Gordon:

D  dx^ ^dx^ +  dx^ +  dx^ '
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Operatorul Dirac 111

Investigațiile sale l-au condus la ideea că un astfel de operator tre
buie să se exprime cu ajutorul unor matrice 70, •••, 73 supuse condițiilor:

7i7j + 7j7i -  ^ i ^ î jh

unde —eo = fi =  (2 = 63 =  1.
Astfel, el a construit așa numita algebră Dirac. Dirac a conside

rat mai întâi matricele Pauli (Toi-,^3, care sunt matrice complexe de 
ordin 2, ce verifică condițiile:

crj = z2 , (V)j e {o, ...,3}
(jj(Jk = ier/, (V)j, k, l G {1, 2,3}, j, k, l — disticți

Cu ajutorul lor, el a construit matricele Dirac:

0
^0

do 0
0 ’^ =  - ^ 0 O = 1,2,3.

Aceste matrice verifică condițiile cerute (6.6). Dirac a scris operatorul 
D ce-i poartă numele sub forma:

„ d d d d
D — 707-----1- 7i 7---- 1 7'2 ~---- F 73 7— •

U X Q O ^ I U X ‘2 &£'3

De fapt, matricele Dirac dau o reprezentare pe spațiul vectorial complex 
C4 a algebrei Clifford asociate formei patratice Q : R4—> R, care se 
exprimă în raport cu reperul canonic sub forma:

Q (ij — —X Q 4- x  ̂+  X2 + x^, (V)x — (x'o, x’i, X2, X3) 6 R 4 .

2) Vom da un exemplu care generalizează construcția de mai sus, 
în privința dimensiunii.

Fie M  = Rn , cu metrica standard, iar V un C7n —modul. Con
siderăm S = R” x V, ca fibrarea vectorială de bază R" și fibra Cln — 
modulul V. Atunci S  este o fibrare Dirac. Deoarece V este Cln — modul, 
există 7j G Hom(V, V), i 6 {1,..., n} cu proprietatea (6.6), oricare ar fi 
i, j  G {1,..., n], unde f k =  1, (V)fc G {1, ...n). Alegând o bază în spațiul 
vectorial V, aplicațiile liniare ^ k ,k  G {l,...,n} pot fi reprezentate ma
triceal. Operatorul Dirac se scrie:

n d
D  = Y , 

^=1 d x

Deducem, succesiv, utilizând condițiile (6.6), că:

^j<k(7}7k + 7k7j) dx jdxk — ^ J  (ăr?)7 ^'1 =  ^ n
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unde In  este matricea unitate de ordin n, iar A = — £ j  ^ j ^  este 
laplacianul din R n .

3) Exemplul de mai sus, particularizat în dimensiuni mici, dă inter
pretări interesante ale operatorului Dirac.

Dacă n =  1, Cli = C si considerând V = C, deducem D = i ^ .
Dacă n = 2, Cl2 ~  H ~  C ®C, unde H este algebra quaternionilor, 

iar izomorfismul său cu C  ®C corespunde Z2 — graduării CI? = CI® ® 
Cl\ prin identificarea:

u +  we2e1 ~  u + w ~  ue^ + ve2 , 

unde {e!,e2 } este baza canonică a lui R 2 . Alegând reprezentarea p : 
Cl2 -> Hom(C2 , C 2 ),

^ > >  =  ( 1  o 0 ) ’

deducem operatorul Dirac:

nndp —  =def  —__ A  =def  —_______k' dz dx1 dx1 ’ dz dxx ' 1 dx2 '

Remarcăm că o secțiune p G F(S) este o aplicație a: R 2 —> C 2 , a =

I 1 . Mai mult, oE P(S) este în nucleul operatorului Dirac ( adică 

Do = 0) dacă și numai dacă funcțiile f ,g  : R 2 —> C satisfac condițiile 
Cauchv-Riemann:

dz dz'
4) Fibrarea Clifford a unei varietăți riemanniene (M,g), de dimen

siune zi, notată Cl(M), este un exemplu de fibrare Dirac, având în 
vedere (5.29), (5.7), (5.16). Fiecare fibră Cl^g^ este Cln — modul cu 
multiplicarea Clifford dată de înmulțirea la dreapta sau la stânga din 
algebra Clifford Cl(gT ).

Vom studia ulterior proprietățile speciale ale operatorului Dirac pe 
fibrarea Clifford Cl(M).

In încheierea acestui paragraf, vom da câteva proprietăți generale 
ale operatorului Dirac pe o fibrare Dirac.

Pentru a putea demonstra o primă proprietate, precizăm câteva 
noțiuni de bază legate de operatorii diferențiali eliptici definiți pe o 
varietate diferențiabilă M.

Fie a = («!,...,«„) un n —uplu de numere naturale nenule. Vom 
nota | a  |=  E ll= ia it și oricare ar fi £ G R" vom folosi notația ( “ =
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€1*'€?2---€“"- Local, în raport cu un sistem de coordonate (zi, ...,zn ) pe 
M, se consideră pentru fiecare a  =  (ai, ...,an ) operatorul diferențial:

. . dlQl dN il“l£)« =  ----  =  --------------------
dxa  dx*1 dx°'2 ...dx°"

Dacă E  o fibrare vectorială, fie F(E) spațiul secțiunilor sale.
Definiție. Fie E, F  fibrări vectoriale complexe cu baza varietatea 

diferențiabilă M. Un operator diferențiabil de ordin m pe M este o 
aplicație liniară P : r (E ) —> F(F), astfel încât se verifică următoarea 
proprietate:

Orice punct al varietății difereniabile M  posedă o vecinătate U, cu 
coordonate locale ( z i , ..., x n ) și trivializările locale E^u ~  U x Cp , F\y ~ 
U x C9 cu proprietatea că, în raport cu acestea, P  se scrie:

(67)
|a|<m

unde Aa țx} este o matrice de ordin q x p de funcții diferențiabile cu 
valori complexe și există a = (« i , ..., an ) cu | a  |=  m încât Aa ^  0.

Un operator diferențiabil de ordin m, real, se definește analog, 
înlocuind corpul complex C cu cu corpul real R.

Definim acum simbolul principal al unui operator diferențiabil.
Fie vecinătatea de coordonate U, cu coordonatele (z i , ..., zn ) și trivi

alizările locale date în definiția de mai sus a operatorului diferențiabil 
P, care local are expresia (6.7). Simbolul principal al lui P face să 
corespundă fiecărui vector cotangent £ = 'ffk=ițkdxk 6 T fM  aplicația 
liniară:

^ ( P )  : E, F ,,a ^ P )  =  i”  £  /V W " ,  (6.8)
|u|=m

unde Ex , Fx reprezintă fibra deasupra lui x G M  din fibrarea vectorială 
E, respectiv F.

Un operator diferențiabil de ordin m  se numește eliptic dacă și nu
mai dacă pentru orice vector cotangent nenul f  6 TfM , simbolul prin
cipal <7ț(P) : Ex Fx este inversabil.

De exemplu, operatorul Laplace A, definit pe funcții, este eliptic.
Propoziția 1. Operatorul Dirac al unei fibrări Dirac este un ope

rator eliptic.
Demonstrație. Fie fibrarea Dirac S  de bază varietatea riemnniană 

(M,g) și D : r(S ) —> r(S ) operatorul Dirac definit prin formula (6.5), 
unde {()[,...,(:„} este un câmp ortogonal de repere definit pe deschisul 
U C M. Fixând punctul x G M, putem defini pe U un sistem de 
coordonate (ZL, ..., z n ) cu proprietatea că x are toate coordonatele nule, 
iar ^ -(z ) = (’j(-Ef oricare ar fi j  G {l,...,n}. Ca urmare, în punctul 
fixat x G U, avem
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Vf. = - — L +termeni de ordin zero3 dxj

iar operatorul Dirac se scrie :

n  d
D = y  ej(x).^— |z  +termeni de ordin zero.

j=t ^ x j

Ținând cont de (6.8), avem:

o^D } : Sx -> Sx , cr^(D) =  i 52 e Ă x }£j = ^> (6 -9 )
j=i

oricare ar fi vectorul cotangent (  = Uj=i^j(dxj)(x) G T*M,
Prin identificarea canonică, Tx M  ~  T*M. Este de remarcat că ori

care ar fi vectorul v E S x , avem a ^ D ^ v )  = i(.u, unde ^.v denotă 
multiplicarea Clifford existentă în fiecare fibră Sx a librării Dirac S.

Deducem că o^{D) oa^D ){y) = —CCU = ~^2 .v = —gx (ț)v, (V)v G 
Sx . Ca urinare, cr^D) oa^(D) = —gx (ț)Id , ceeace ne arată că pentru 
orice vector cotangent nenul ț  E T fM , aplicația crț(D) : Sx —> S x este 
inversabilă. Rezultă că operatorul Dirac D este eliptic.□

Varietățile compacte vor fi considerate fără bord.
Fie S  o fibrare Dirac cu varietatea de bază M  o varietate compactă. 

Se definește un produs scalar ( , ) pe spațiul secțiunilor F(S) astfel:

(cri,<72 ) = /  < (71,(T2 >,(V)(T1,<72 G r(S ). (6.10)

Avem următoarea propoprietate:
Teorema 2. Operatorul Dirac D al unei fibrări Dirac S este 

formal autoadjunct în raport cu produsul scalar ( , ) definit prin formula 
(6.10).

Demonstrație. Considerăm {ei,..., en ) un câmp de repere, definit pe 
deschisul U C M, normal în punctul x  G M. Deci avem (V e iCj)(x) = 0, 
oricare ar fi indicii i , j  G {l,...,n}.

Oricare ar fi secțiunile <TI,<72 G F(5), avem din (6.5), (6.1):

< D a^o^ >= £"=1 < c ^ V ^ i , ^  > = 
=  -E " = i < V f ^ e . , . ^  > .

In continuare, din (6.3), deducem:

n

< Da^a? >= ^ l ~ e i < f fiT r ff2 > + < a 1; V ^ C j.^  >].
>=i

Din (6.2), avem, oricare ar fi j  G {l,...,n} :
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^ J  (^  ^2) =  (Ve>ej).(72 +  ej.Vf.CT2 

egalitate care în punctul x  fixat devine:

V f/e j.a 2) =  ej.Vf.a2 .

Deci, în punctul x :

n
< Z?crL> cr2 > =  ^ [ - e ;  < o Y,ej.o2 > + < o l ,e j .V^.o2 >].

Notăm cu V câmpul de vectori tangenți la M, definit prin formula:

n
v  =  -  ^2 < <Ti,e,.a2 > ei

i= L

și rezultă, în punctul x fixat:

< DOY, O2 >= d iv V + < OI ,D G2 > . (6-11)

Egalitatea (6.11), dedusă inițial în punctul fixat x G U, poate fi 
demonstrată în orice punct din M  deoarece operatorul Dirac este in
variant la schimbarea câmpului ortonormat de repere, pe de o parte, 
iar pe de alta, putem alege câmp normal de repere în orice punct. 
Utilizând definiția (6.10) rezultă că:

(Do} ,o 2) = (o ly Do2).D (6-12)

Vom nota respectiv ker D, ker D2 nucleele celor doi operatori. O 
secțiune 0 G ker D se va numi secțiune Dirac.

Are loc:
Propoziția 3. Fie D : F(S) —> F(S) operatorul Dirac pe fibrarea 

Dirac S. Atunci:

ker D =  ker D2 (6.13)

și au dimensiune finită.
Demonstrație. Fie 0 G F(S) o secțiune Dirac. Rezultă D(Do) = 

D20 = 0.
Pe de altă parte, avem, ca urmare a egalității (6.12):

{Do, Do) = (o, D2o),

deci D2o = 0 va implica (Do, Do) = 0, de unde Do = 0.
Dimensiunea nucleului operatorului Dirac D este finită, acesta fiind 

un operator eliptic.□
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Identitatea Bochner
Facem mai întâi câteva considerații de ordin mai general. Fie E  o fi- 
brare vectorială, riemanniană cu baza varietatea riemanniană M. Con
siderăm derivarea covariantă V indusă de conexiunea Levi-Civita a lui 
M  pe spațiul F(E) al secțiunilor fibrării E. Oricare ar fi câmpurile 
vectoriale X, Y  G X (M ), fie X 2

X Y  : ^(E) —> F(E), aplicația dată prin 
formula:

^ X Y ^  =  ^ X ^ Y ^  -  V V x r^-(V)^ € T(E). (6.14)

Definim laplacianul de conexiune V*V : F(E) —> F(E) prin formula:

V*V^ = —traceiy2 ^}, (6.15)

adică:

(6.16) 
i= 1

unde {ei, ...,en } este un câmp ortonormat de repere pe M.
Fibrarea E fiind riemanniană există pe fiecare fibră un produs scalar 

<, >, care face posibilă definirea unui produs scalar (,) pe F(E), în 
cazul în care M  este compactă. Acest produs scalar este dat prin 
formula:

(<̂> 0 ) = /  < v, il> E X \ E ). 
J M

Introducem de asemenea notația:

(V^,V-0) = / w < V ^ ,V 0 > ,
< v ^ , W  > = d^  Z"=L < v ^ ,  x e^  >, (VM G r(E ).

(617)

(6.18)

Observăm că, renunțând la condiția de compacitate a varietății de 
bază M, putem da definiția (6.17) oricare ar fi secțiunile tppif G F(E), 
cu suport compact.

Propoziția 4. Laplacianul de conexiune V*V este nenegativ și 
formal autoadjunct, în raport cu produsul scalar (,). Dacă varietatea 
de bază M este compactă, fără bord, V‘V^ = 0 dacă și numai dacă tp 
este secțiune globală paralelă.

Demonstrație. Fie {ei, ...,e„} un câmp de repere normal în punctul 
x G M  arbitrar fixat. Avem succesiv:

< V * W ,0  > = - Z ; )  < V,;7V (;AV 0 > = 
= S 'M - O  < V » . ^  > + < V ,,^, V,, 0 >] = 

= —divV+  < V^, V0 >,
(6.19)
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unde V este câmpul de vectori tangent definit de condiția:

< V, W  > =  < Vw^, ^  >, l^)W  G X(M ).
Ultima parte a egalitățții (6.19) se verifică astfel, în punctul x :

d w v  = w  E7= 1 < Ve .v ,e > > =
=  E j=  i ej < ^  ej > •

Prin integrare pe M, din (6.19) deducem:

(V’V^, -0) = (V^, Vt^). (6.20)
Utilizând și simetria produsului scalar, relația (6.20) ne arată că:

(V’Vi/),^) =  ((/?,V*V^), (6.21)
deci V*V este formal autoadjunct.

Ultima afirmație este evidentă din (6.20), (6.18) dacă se are în 
vedere că ^ € r(E ) este, prin definiție, global paralelă dacă și nu
mai dacă Vei12 = 0, (V)i G {1, ...,n} și oricare ar fi câmpul ortonormat 
de repere {ci, ...,('„}.□

In Propoziția precedentă, ipoteza că varietatea M  este fără bord ne 
permite să tragem concluzia că

/  divV  = 0.

Amintim că vom considera numai varietăți compacte, fără bord.
Considerăm acum S o fibrare Dirac cu varietatea de bază varietatea 

riemanniană M . Considerațiile anterioare sunt valabile, în acest caz 
particular.

Definim operatorul R  :P(S) —> P(S),

= J  E  e ^ . R ^ p ,  (V)^ G P(5), (6.22)

unde {ei,...,e„} este un câmp ortonormat de repere, RX y : H ^ ) 
r(S), A^y G X{M ), e s te transformarea de curbură definită în fiecare 
punct x  G M  prin formula (5.30) și ” .” este multiplicarea Clifford.

Exercițiu. Să se demonstreze invarianța membrului drept al for
mulei (6.22) la schimbarea câmpului ortogonal de repere considerat.

Are loc
Teorema 5 (Identitatea lui Bochner). Pe orice fibrare Dirac S are 

loc egalitatea:

D2 = V*V + n .  (6.23)

Demonstrație. Ambii membri ai egalității (6.23) sunt invarianți la 
schimbarea câmpului ortogonal de repere. Vom arăta că (6.23) se
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verifică în orice punct x E M. Alegem { e i,...,e n } un câmp de repere 
norma! în punctul x € M . Avem succesiv, în punctul x:

D 2 =  £ " t e , e , ,V e i (<î l .V e , )  = 
^ j , k = l e j ' e k - ^ e j ^ e k =  ^ 2 j ,k = l e j - e k - ^ e j e k -

Avem în vedere însă că:

e- =  - 1 , 6 ^  =  - e ^  W . j  e  { ! , . . . ,n } , i  ^  j.

Deducem că (6.23) se verifică în punctul x  fixat, deoarece:

£  ^ ^  =  -  f  ^ c, +  E e j -et (V ^ ek -  V ^ ) . O

j,k  = l J=1 j< k
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Operatorul Dirac pe fibrarea Clif- 
ford
După cum am observat deja, fibrarea Clifford Cl(M) a unei varietăți 
riemanniene (Af, g) este un caz particular de fibrare Dirac. Fiecare fibră 
a sa, Cl(gx ) ,x  G M, este Cln — modul, TI = dim A/, cu multiplicarea 
Clifford dată fie prin înmulțirea la dreapta, fie prin înmulțirea la stânga 
în algebra Clifford Cl(gx ). In plus, se verifică condițiile (5.29), (5.7), 
(5.16), care sunt respectiv cazuri particulare ale condițiilor (6.1), (6.2), 
(6.3) ce se impun în definiția unei fibrări Dirac.

Fie

D : V(Cl{M)) -> r(C/(Af)), D : V{Cl{M)) V(Cl(M))

operatorii Dirac pe fibrarea Cl(M ), dați respectiv prin formulele:

D ^ f ^ V , ^ ,  ( V ) ^ F P ( A / ) ) ,  (7.1)
i=  1

D?  =  E ( V c ,V )e„ (V)v  e  r(CI(M )), (7.2)
i = l

unde {ei,...,en } este un câmp ortonormat de repere definit local pe 
varietatea de bază M.

119
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Definim ca și în cap. 3, Propoziția 5 (vezi formula (3.10)) izomor
fismul de spații vectoriale h : Cln —> A*Rn dat astfel:

/i(e11. . . e J = w ! 1 A...Aw’s , ,
0 < ii < ... < is < n, s G {0,1,..., n} ’

unde {ei,...,en } respectiv {u l ,...,w n } reprezintă o bază ortonormată 
din spațiul vectorial R Tl, respectiv duala sa.

Cum remarcam și acolo, izomorfismul de spații vectoriale h : Cln  —> 
A*R", dat de formula (7.3) nu este și un izomorfism de algebre. Dacă 
ar fi izomorfism de algebre, ar trebui, în particular, să avem egalitatea: 
h(eț) = w’ A w1, (V)i € {1,..., n}, care ar conduce la —1 = 0, ceea ce 
este fals. Avem:

Propoziția 1. Oricare ar fi vectorul v GRn  și ip G Cln rezultă:

h(vp) = h(v) A h(jp) — i(v)h[(p). (7.4)

Demonstrație. Utilizăm notațiile anterioare.
Este suficient să demonstrăm formula (7.4) alegând:

v = tei, t 6 R,^ = e^ ...el s , 0 < 2i < ... < is < n, s G {0,1,..., n}.

Avem:

f—tei2 ...Cii>, dacă ii = 1
teiet l ...e1K, dacă ii ^  1

Deci:

, , . j  —tu t2 A ... A dacă ii =  1
1 Ŵ  j  tofi A w!1 A ... A w's , dacă ii ^  1. (7-5)

Utilizând (7.5) și egalitatea,

i{v)hțp) = i(w)(w'‘ A ... A w!’) tas12' A ... A w1", dacă ii = 1
0, dacă (i ^  1

dedusă din definiția (1.17) a produsului interior i(v), rezultă (7.4).□ 
Analog, dacă v GR" î ^ 6  Cln ,

¥  = e^.-.e^O < 2i < ... < ip < n,p  G {0, ...,n}, (7.6)

rezultă:

h(pv) = ț — 1)p [h(u) A h{p) + tțufiițtp)] (7-7)
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Fie h : Cl(M) —> f\M  izomorfismul canonic indus între cele două 
fibrări vectoriale de către izomorfismul (7.3) al fibrelor lor standard. 
Avem următoarea:

Propoziția 2. Fie {ei,...,en } un câmp de repere ortonormat pe 
M. Oricare ar fi indicii i , j  G {1, ...,n} se verifică egalitatea:

h țX e iej ) = X e,h(ej ). (7.8)

Demonstrație. Notăm X e iej = $2fc= l  T -̂e ,̂ (V)z, j  G {l,...,n}. 
Rezultă:

= £  r * / ,  (7.9)
k=l

unde {w1, . . . ,^ '1} este câmpul de corepere dual câmpului de repere 
considerat. Din faptul că V este conexiunea Levi-Civita a metri
cei varietății riernanniene M, avem F* = -F ^  oricare ar fi indicii 
i , j ,k  G {l,...,n}. Utilizând (114) rezultă din (7.9) egalitatea cerută 
(7.8).□

Exerciții.
1) Arătați că:

h(VA ^) = ^ x h țp )  (7.10)

oricare ar fi (̂  G VțClțM)), X  G X țM ). Indicație. Este suficient de 
considerat p = fe^...e i3 , f  G F(M ), unde {ei,...,en } este un câmp 
ortonoramat de repere pe M. Se utilizează (7.5), (7.8) și proprietățile 
conexiunii Levi-Civita..

Propoziția 3. Fie h : Cl(M) -> I\M izomorfismul canonic. Con
siderăm varietatea AI orientabilă. Avem atunci:

h o D  = (d + â )oh , (7.11)

/t o £) =  ( - l ) p (d -  5) o / i , (7-12)

h o D2 — h o D2 = X  o h, (7-13)

unde d, 6, A sunt respectiv operatorii de diferențiere, codiferențiere și 
laplacianul Hodge dați respectiv prin formulele (1.18), (1.22) iar ambii 
membri ai formulei (7.12) se aplică unor' secțiuni p G VțClțM)) de 
forma (7.6).

Mai mult,

D o D = D o D (7-14)

Demonstrație. Fie {ei,..., e„} un câmp ortonormal de repere definit 
local pe M.

Din (7.1), (7.4), 7.10 deducem oricare ar fi </? G r(C l(M )) :
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h (D ^  = ^ h ^ )  A V e jh(p) -  ^  i(ej)V e jh(<p).

Din (1.18), deducem atunci (7.11). Analog se obține (7.12) folosind 
(7.7) în loc de (7.4).

Să considerăm acum p  =  e^-^e^jO < i i <  ... < ip < n. Din (7.12) 
avem:

ho D o Dtp — h o D o h ^ h  o Dp) = 
= ( - i y h o D o h ~ l ( d - 6 ) o h  = 

( - \ y [ ( - \ y + \ d - 6 ) d o h -  ( - i y ~ l ( d - s y o h  = & oh.

Analog, se obține:

h o D2 = A  o h.

Deci egalitatea (7.13) este adevărată.
Pentru a demonstra egalitatea (7.14), folosim (7.11), (7.12). De

ducem:
h o D o D  = h o D o D

și cum h induce un izomorfism între fibrele deasupra oricărui punct 
x G M, corespunzătoare celor doua fibrări, deducem (7.14).D

Ca o consecință imediată a Propoziției 3, pe o varietate riemanniană 
orientabilă spațiul formelor armonice și spațiile secțiunilor Dirac co
respunzătoare respectiv operatorilor Dirac D ,D  sunt izomorfe, adică:

ker △ ~  ker D ~  ker D.

Propoziția 4. Fie operatorii Dirac

D, D : r(C l(M )) -> P(C7(A/)), 

dați respectiv prin formula (7.1), (7.2). Atunci se verifică egalitățile:

n

2=1 i< j

n
D 2 p  =  ~ J2  Ve iVe i<£ + ^ ( R e i e j p ) e jC t p .  (7 1 6) 

z=l i< j

Demonstrație. Operatorul Dirac D este invariant la schimbarea 
câmpului ortogonal de repere {ei, ...,en }. Fie x G M  un punct arbitrar 
fixat. Alegem {e1? ...,en } câmp de repere normal în x, deci (V ^ /j)^ )  = 
0,(V)î,jG  {!,...,«}. ‘

Avem succesiv:
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O2 ^ =  Z ^ e ^ ^ e ^ e ^  = 
E"j=l ^ (V e.eJV g^  + E"j=l e.CjV^Ve^.

Atunci, în punctul x fixat, deducem:

D2p = L">=i e i e ^ ey e ]ip =
=  Ei=l ^  ef^ e ^  T ^;<j e-i^jV e iV ejip + ^ ^ j  t^Cj Ve; V ej </? = 

=  — E 1=l ^̂ e; Vei </9 + ^ i^ j  ^ i^ j^ e î^ e j — ^e^ei)^P-

Din (5.30), se deduce că (7.15) este adevărată în punctul x fixat. Cum 
x  G M  este arbitrară, rezultă că (7.15) se verifică în orice punct din 
M. Analog se deduce egalitatea (7.16) .□

Exerciții
1) Arătați că au loc egalitățile:

D o D ^ =  £  e X V e .V ^ K  (7.17)

D o D p =  £  e ^ V ^ K  (7-18)

Indicație. Se procedează ca în demonstrația Propoziției 4.
Din formulele (7.13) - (7.18), deducem:

£ h ' j ( ^ ie j^) -  ( R e ^ v ) ^ ]  =  o, (7.19)

^ c ^ R ^ e ^ Q .  (7.20)

Din formula (7.19) se deduce succesiv, folosind croșetul din algebra Lie 
a unei algebre Clifford:

Si<j eiCj(Rei e .<p) = ^-Kj^Retej^ejei =  Zy 21)
2 S i^ 't^ ^ i  Reie^] — 2 ^i<j ^df ̂ ^R-c^^pp) ■

R ezultate pe fibrarea Clifford

Unele dintre teoremele demonstrate anterior pot fi demonstrate acum 
utilizând formalismul Clifford. In capitolul 1, am definit transformarea 
Ricci pe o varietate Riemann M, prin formula (1.34).

Având în vedere izomorfismul canonic TM  ~  /\ l M  vom considera 
de asemenea forma de curbură Ricci dată local prin formula:
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Ric(<p, ^)  =< Ricp, ^  >,

oricare ar fi l-formele p ,^  G MM , unde {ei,...,en } este un câmp 
ortonormat de repere definit pe M.

Evident, forma de curbură Ricci este o formă biliniară simetrică.
O consecință imediată a identității lui Bochner (6.23) este obținută 

mai jos, considerând cazul particular de fibrare Dirac, care este fibrarea 
Clifford Cl(M).

Propoziția 5. Fie M varietate riemanniană orientabilă.
Pe spațiul 1- formelor M M  are loc egalitatea:

A = V’V +  Ric. (7.23)

Demonstrație. Fie restricția izomorfismului canonic h : C lțM ) —> 
/\M, la TM  G ClțM ) din care deducem izomorfismul canonic T M  ~ 
MM . Avem de asemenea, via acest izomorfism, D~ ~  A, cum rezultă 
din formula (7.13). Formula (6.16) ne arată că operatorul V* V comută 
cu h, deoarece h comută cu V.

Folosind (6.22), calculăm oricare ar fi ip G TM  C Cl(M) :

R T  =  2 ^ i j  =  l e i C j R e t e j T  =  9 ^ i j , ^ !  <  R e i e j P ’ ^ k  >  i ' i f ' j ^ k  = 
—  6 d i j t . [ <  R e i e ^ k i  <  R e je k

c i ,  T  >  T 

+ < Rr.kCiej,<p >]eiejek -
2 ^ > J  <  R e ie j T ’ (’j  >  ^'i +  2 ^ 2  J  <  Re-tej T i  ^ ‘ >  ( j  •

Suma multiplă de mai sus, după indicii i , j ,k  € {1,..., n} distincți este 
nulă datorită identității lui Bianchi. Ca urmare:

R p  =  ^ ^ = 1  <  R e ^ T i G  >  f ’j  = 

— ^ î j = i  <  R p M ’ii  ^ j  >  ^ j  — R l C p

Identitatea lui Bochner (6.23) se scrie deci pe spațiul 1— formelor M M 
sub forma (7.23).□

Teorema 6 (a lui Bochner). Fie M varietate riemanniană com
pactă (fără bord), orientabilă. Dacă forma de curbură Ric este strict 
pozitivă, atunci primul număr Betti, bi(M) = 0. Concluzia se păstrează 
și dacă Ric > 0, dar există un punct în care Ric > 0.

Demonstrație. Amintim că teorema Hodge afirmă că spațiul 1 — 
formelor armonice pe o varietate compactă M  este izomorf cu grupul 
de coornologie de Rham F I\M \ R), iar bi(M) = dim H x țM\ R). Pre
supunem, prin absurd că bi(M) > 0, deci există ^ o 1 -  formă armonică 
nenulă. Din Propoziția 5, deoarece < R icp,p  >= Ric(p,M , deducem:

[  RW^ , M  = - ^ T ,M-
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Din (6.20) rezultă:

(  Sic(f t V ) =  - | |W | | ! . (7.24)

Dacă Ric > 0, atunci și f M  Ric(p, ip) > 0, iar egalitatea (7.24) 
nu poate fi adevărată. Contradicția provine din presupunerea făcută. 
Deci, dacă Ric > 0, atunci b^^M) =  0.

Dacă Ric > 0, egalitatea (7.24) implică ||V ^||2 = 0, deci Xip =  0, 
deci p  este paralelă.

Dacă Ric > 0 și există x E M  încât Ric(x) > 0, atunci p(x} =  0. 
Dar p este paralelă. Deducem atunci 99 = 0. □

Observație. Se observă că teorema 6 este de fapt o alta formă de 
prezentare a teoremei 8 din cap. 1. S-a dat astfel, o demonstrație nouă 
a acestei teoreme, utilizându-se formalismul Clifford.

Din formulele (7.21), (6.22) deducem următoarea expresie a opera
torului de curbură pe fibrarea Clifford:

^ P  = ^  £ [e ,e j, Re.ej^], (7.25)
“ i<j

croșetul făcându-se în algebra Lie generată de {ciCjji^.
Urmărim să demonstrăm și teorema 10 (Gallot-Meyer) din cap. 1, 

în contextul în care ne-am situat în acest capitol.
Demonstrăm mai întâi:
Lema 7. Fie

RX Y  : V(Cl(M)) -> r(C l(M )),(W )X ,Y  E X (M ), 

transformarea, de curbură definită prin formula (5.30).
Dacă {e l ,...,e n } este un câmp ortonormat de repere pe M, are loc 

formula:

RX Y P 4 E <  RX Y ^ J > ade ie j<p,M<p E r ( C # ) ) .  (7.26)

Demonstrație. Local, orice secțiune p  G r(C l(M )) se scrie:

l< H  <...<is<n
s = 0 ,l , . . . ,n

unde
«n...,,, 1 < <i < ... < U < n, s G {0,1,..., n}

sunt funcții diferențiabile reale, definite local pe M.
Formula (7.26) fiind X{M ) — liniară, este suficient să o demonstrăm 

pentru

P = cl l eî.2 ...eI ,, 1 < ii < •■• < is < n, s = 0,1, ...,n.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



126 Teoreme Bochner

Dacă s = 0, atunci p  G ÎF(M), deci R X Y W = 0 și ade ie jp = 
0>(^)^J £ {l,...,n},z < j, deci formula (7.26) este adevărată.

Dacă s = 1, alegând p  = ep ,p E {1,..., n}, avem:

2 ^ i < j  <  R x Y ^ i i  ^ j  >  [^iC j, Cp] —

2 { ^ p < j  ^  R x Y ^ p i & j  ^  [ ^ p ^ jt^ p ]  " f I^ i< p  <  R x Y ^ i i ^ p  ^  ^ i^py^p \~ î~ 

T  E  i< j <  R x Y ^ i i ^ j  >  \ ^ i ^ j i ^ p \ }  —

5Zp<j R x Y ^ p i ^ j  >  ^ j  52 j< p  <  R x Y ^ j i ^ p  >  &j —

=  S j  <  R x Y 6 p , e j  >  e j = R x Y € p -

Deci, formula (7.26) este adevărată pentru s = 1.
Procedăm acum prin inducție după s. Presupunem că egalitatea 

(7.26) este adevărată pentru orice secțiune p  G r(Cl(MY) de forma:

p  = e^.-.e^, 1 < ij < ... < i s < n
s G {1, ...,n  -  1}

și o demonstrăm pentru per . Dacă is < r < n, avem folosind ipoteza 
de inducție și formula (5.32):

2 E i < J  <  R x Y ^ i i  (’j  >  [^i^j> P ^r]

2 ^ i < j  <  R x Y ^ i t  ^ j  >  ( e p ’j p € T p t ‘T fip!-j) —
2 ^ i < j  <  R x Y ^ i ^ j  >  [ ^ ^ e i e j ^ P ^ r  +  V^(^^e>ej ^ r)] 

=  { R x Y p ^ r  4- P (R X Y CT ) =  R x Y ^ p f ’r Y

Deci formula (7.26) este adevărată pentru is < r. Analog, când r < is . 
Dacă r G { ii,..., z.,}, formula este adevarată din ipoteza de inducție.□

Lema 8. Fie p G Ap R n C Cln , 1 < p < n -  1, încât ad^p = 
0, (V)( G A2R n . Atunci p — 0.

Demonstrație. Incluziunea Ap R n C Cln este dată de izomorfis
mul de spații vectoriale AR" ~  Cln definit prin formula (3.10). Fie 
{ei, ...,e„} baza canonică din Rn  și

<P =  ^  a i e ^ 

\f\=p

unde
I  =  {zi, ..., ip }, 1 < ii < ... < ip < n

este un milti-indice și am notat cu | I | cardinalul mulțimii {ii,..., ip }, 
iar ei = ct l ...eîp , a t  = G R.

Din ipoteză avem [et ej, <p] - 0, (V)i,j G {1,..., n}, i, < j. Dar:

0 dacă i, j G I sau i , j  ^ I 
2eiej€[ în celelalte cazuri.

[ ^ j . q ]  =

Ca urmare, ipoteza în care ne-am situat implică ai = 0, dacă i G I sau 
j G I fără ca mulțimea {z, j} să fie inclusă în I .

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreme Bochner 127

Oricare ar fi multi-indicele Zo CU | Zo |=  p, există io, f i  G {l,...,n} 
cu proprietatea că io ^ fi, fi £ fi deoarece, în caz contrar:

- sau oricare ar h i , j  G {l,...,n} ar rezulta i , j  G /o, ceeace ar 
implica Io = {1,..., n}.

Această concluzie este falsă deoarece \ fi \— p ^  n.
- sau oricare ar fi i , j  G {1, ...,n} ar rezulta i , j  ^  Io ceeace ar 

implica fi = $•
Această concluzie este falsă deoarece | Zo |=  p /  0.
Ca urmare, există indicii fi, f i £ {1, ...jn}, cu proprietatea că z0 ^ 

fi, fi € fi. Atunci condiția [eîOeJO,^] =  0 implică ar0 = 0. Ca urmare, 
oricare ar fi multi-indicele Z cu | Z |=  p avem ar =  0, deci p  = 0.0

Teorema 9. (Gallot-Meyer) Fie M varietate riemanniană, com
pactă (fără bord), orientabilă. Presupunem că operatorul de curbură 
al varietății M este strict pozitiv definit în orice punct. Atunci toate 
numerele Betti bp (M) sunt nule pentru p G {1,..., n — 1}, n = dim M. 
Aceeași concluzie este valabilă în ipoteza că operatorul de curbură este 
nenegativ definit, dar este strict pozitiv definit într-un punct.

Demonstrație. Vrem să arătăm că ipoteza că operatorul de curbură 
al varietății AZ este strict pozitiv, implică < R (p ),p  >> 0, oricare ar 
fi G r(Cl(M )). Conform formulelor (5.29), (7.25), (7.26), deducem, 
oricare ar fi p  G F(Cl(M)):

< R p ,p  >= - j E t ^  < R e ie3p,ad e ie jp >=
4 Si<j 2̂fc</ < Retej^k, C-i > < ^deke^p,ade^ 3P

Din formulele (1.49), (1.53), (1.54) deducem mai departe:

< R p, p >= - {  ^ ^ j  £ k <i Q ^ i A ej, ek A e^ < adeke ip, ade ie ip > = 
4 Si<j ^2k <i < Rei^ej> ^k ei X  adeke ip , adeiejP > .

Câmpul de repere (e, A eJi< j este ortonormat în raport cu produsul 
scalar <, > definit pe spa țiul A2 AZ, al 2- formelor lui AZ, prin formula 
(1.46). Se observă însă că expresia < R p ,p  > nu depinde de câmpul 
ortonormat de repere {ê  A e^}^  ceea ce ne permite să alegem, fără a 
restrânge generalitatea rezultatelor, un câmp ortonormat de repere con
venabil în acest moment. Formula (1.52) ne arată că R  este endomor- 
fism simetric în raport cu produsul scalar <, >, deci există pe A2 AZ un 
câmp ortonormat de repere {̂ t t }a=i,...,N,^ = dirnA2AZ = n(n — l)/2, 
format din vectori proprii ai lui R. Oricare ar fi a  G {1,...,A}, fie A'a 
valoarea proprie (evident, reală) corespunzătoare vectorului propriu (a 
și Att = - |A 'Q . Ca urmare:

< R p ,p  >= - | ^ a =1 < R ia ^ ș  >< a d ^ a d ^ p  > =
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Din ipoteză, AQ > 0,(V)o € {1,...,2V}, deci < T lp ,p  > >  0. Din for
mula lui Bochner (6.23), rezultă:

I < ^ p ,  V p  > + < Tip, p > =  0.
M  J M

Deducem din (7.27) că:

a d ^p  = 0,(V)a G {1,...,2V}.

Din Ierna 8, deducem că oricare ar fi G /\p M ,p  G {1, ...,n  - l ) , n  = 
dim Al, avem ^ =  0, deci numărul Betti bp (M) = 0. Partea a doua 
a concluziei rezultă din faptul că V p  = 0 dacă operatorul de curbură 
este nenegativ, iar p(x) =  0 antrenează ip =  0.D
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S tru c tu ri spinoriale

Preliminarii
Examinăm în acest capitol o nouă fibrare Dirac ce va fi construită în 
anumite condiții de ordin topologic impuse varietății de bază.

Amintim că grupul Clifford Cl*^ care este grupul elementelor in- 
versabile din algebra Clifford Cln , are o structură de grup Lie [30]. 
Algebra Lie a grupului Cl*n coincide ca mulțime cu Cln , structura de 
algebră Lie fiind dată de croșetul:

ko C] = p ^  -  ( W , 0 e Cln .
Am definit în cazul general, prin formula (3.14), un subgrup impor

tant al grupului Clifford. Avem:

Spin,, = {g = x ,...xh \ x x k  e R”,|| x, ||= l , i  =  l , . . . , h ,h -  par}.
(8-1)

Grupul Spir\n este subgrup compact al grupului Lie Cl*n .
Există reprezentarea liniară p : Spinn —> SO(n) definită astfel: 

oricare ar fi elementul g G Sptnn ,g = x i^ x /^ x i ,  ...,Xh G R”, || x, || = 
l, i = \,...,h ,h  — par, avem

P ^ )  =  ^> °  ••• 0  ^xh (8-2)
unde sx : R" —> R" este simetria față de hiperplanul orogonal vectoru
lui x G Rn , (V).r G Rn . Amintim că reprezentarea liniară p : Spirin —> 
SO(n) este surjectivă și kcr p ~  Z2 .

129
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Echivalent, oricare ar fi g G Spinn , avem p(g) : Rn —> Rn ,

P(g)(x) = gxg~\ ^ } x  G Rn . (8.3)

Propoziția 1. Algebra Lie spinn  a grupului Lie Spinn este subal- 
gebra Lie a algebrei Lie {Cln , [, ]) generată de {ezej}i<j, unde {e^ ..., c„} 
este un reper ortonormat din Rn .

Demonstrație. Este de observat că Sp{ezej}z<j nu depinde de alege
rea reperului ortonormat {e!,...,en }. Utilizăm definiția algebrei Lie 
a unui grup Lie, ca spațiu tangent în elementul neutru al grupului. 
Oricare ar fi indicii i , j  G { !,...,n } ,i  < j, considerăm drumul:

y tj : (—e, e) —> Spinn , e > 0, 7ij(t) = cos t + eiCj sin t (8.4) 

cu proprietatea că 7^(0) =  1. Evident ^Zj(t) G Spinn oricare ar fi 
t G (—e,e), deoarece putem scrie:

7ijW =  c o s   ̂+ e ie j s *n  l = 
= (e2 cos  ̂ + ej sin ^ )(-e , cos |  + ej sin |) .

Atunci £  |1=0 ^ij = et e} G T\Spinn . Pe de altă parte, grupul Lie 
Spin,, are dimensiunea grupului Lie SOțn) deoarece există reprezenta
rea liniară surjectivă p : Spinn —> SOțn) cu nucleul izornorf cu Z2 , dată 
prin formula (8.2). Avem deci, dimSpmn  = ^ ^  =  c a r d țe ^ j} ^ , 
ceeace implică SpțeiCj}x<j = spinn .O

Algebra Lie so(n) a grupului special ortogonal este algebra Lie a 
aplicațiilor liniare antisimetrice de urmă nulă ale spațiului vectorial 
Rn . Ea este generată de mulțimea {e, A ej}x<j a aplicațiilor liniare 
antisimetrice definite astfel. Oricare ar fi i , j  G {1,..., n}, i < j, definim 
e, A Cj : R" —> R", prin formula:

(c, A e ^ x }  = <  <7, x > ej — < Cj, x > ez , (Y)x G R". (8-5)

Mai general, oricare ar fi vectorii u, v G Rn , definim aplicația liniară 
antisimetrică u A v : Rn —> Rn , prin formula:

(a A v)țx) =< u ,x  > v — < v ,x  > u, (V)T G R". (8.G)

Este interesant de observat că matricea asociată aplicației liniare 
ex A Cj : R" —> R n , i < j, în raport cu baza canonică a lui R" , are 
toate elementele nule cu excepția elementelor indexate (i,j) , respectiv 
(j, i), care sunt egale cu —1, respectiv 1.

Algebrele Lie spinn  și so(n) sunt izomorfe. Un izomorfism al celor 
două algebre este pus în evidență de:

Propoziția 2. Ave.m izomorfosmul de algebre Lie p t : spvnn —> 
so{n) unde am notat p t  diferențiala în 1 a aplicației diferențiabile 
p : Spinn —> SOțn) dată prin formula 8.3. In plus,
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P ^e^ j) = Z e i h e j ^ y i J  G { l,...,n} ,i < j. (8.7)
Demonstrație. Reprezentarea p : Spinn —> SO(n) fiind surjectivă, 

cu nucleul izomorf cu Z2 , rezultă că p, : spinn —> soțn) este izomorfism 
de algebre Lie.

Pentru a demonstra formula (8.7) să considerăm drumul (8.4), ori
care ar fi indicii i , j  G {l,...,n},z < j. Deoarece 7^(0) = 1 și |e=o 
7^ = e ie ĵ  deducem:

PĂ.e ie j) =  ^  b=0 P ^ ^ '

Din (8.3) obținem:

P(7tj(i))^) =
oricare ar fi vectorul x  G Rn , i G (—e, e). Vom utiliza următoarea pro
prietate a algebrei Clifford Cln :

xy + yx = —2 < x, y > .1, (^)x, y G Rn (8.8)

(vezi proprietatea (3.8)).
Oricare ar fi x G R" deducem, având în vedere (8.8), (8.5) :

p t (e,ej)(x) ^  |t= 0  ( ^ ( ^ ^ ( O - 1 ) = ^ F  ~ x c ie j =
= eiejX + eixej + 2 < x,e, > e.j =

= eiejX — CiCjX — 2 < x , Cj > ei + 2 < x, ei > Cj =
= 2(et A ej)(ij.Q

Rezultă imediat formula:

P~.\^ A o )  = ^[«MOb (V )o > e  (^  -> n }>z < 3- (8 -9 )

Mai general, oricare ar fi u, v G Rn avem:

p‘ l (u A v) = -[u, v]. (8.10)

Presupunem acum că spațiul vectorial IV peste corpul K  = R, C 
este un C7„-modul; există deci reprezentarea

p : Cln HomK țW, IV), K  = R, C.

Amintim că oricare ar fi elementele g G Cln , u G IV, am notat p(g)u = 
g.u și am numit g.u multiplicare Clifford.

Menținem aceste notații și în enunțul ce urmează:
Propoziția 3. Fie W  un CI,t —modul real și

A : Spinn  -> SO(IV), A = p \Spinn .
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Notăm A, o p f 1 = A' : so(n) —> so(W), unde soțW) este algebra Lie 
a grupului special ortogonal al spațiului vectorial W  dotat cu produsul 
scalar cu proprietatea că oricare ar fi x E R n , || x ||= 1, rezultă că 
p(x} E O(W) (produs scalar ce există conform Propoziției 13 din 3.4)- 
Atunci are loc formula:

^ '{y  Aw) = -[v, w].

oricare ar fi v A w E so(n), unde ”.” este multiplicarea Clifford.
Demonstrație. Grupul Spinn fiind dat de (8.1), deducem că oricare 

ar fi g G Spin^, pțg) E O(W), deci p(Spinn ) C OțW ). Cum Spinn este 
conex, prin reprezentarea p va fi dus în componenta conexă a unității 
grupului ortogonal O(W), deci în SO(IV).

Oricare ar fi v A wE so(n), avem din (8.10):

A!(v A w) =  △, o pt l (c A w) = -\v , w].O

D efiniția structurii spinoriale

Arn studiat în cap. 5 fibrarea Dirac Cl(M) având fibrele algebre Clif
ford izomorfe cu Cln , n = dim M. Vom generaliza această noțiune con
siderând o fibrare Dirac de bază varietatea diferențiabilă M, având 
drept fibre spații vectoriale izomorfe cu un Cln — modul ireductibil. 
Acest lucru nu este posibil decât în anumite condiții de ordin topologic 
impuse varietății de bază M.

Definiție. Fie .M o varietate riemanniană, orientabilă, de dimen
siune n. Spunem că M este varietate spinorială cu structura spinorială 
f  SO(M ) dacă

f  : ^(M , Sp ir it -4 SO(M)

este un morfism de fibrări principale ce se proiectează pe aplicația iden
tică a lui M și corespunde morfismului de grupuri Lie

p : Spinn —> SO{n),

unde E(Af, Spinn ) este o fibrare principală de bază M  și grup structural 
Spinn , iar SO(M ) este fibrarea principală a reperelor special ortogonale 
a lui M.

Observații.
Dacă M este varietate spinorială, cu structura spinorială

f  : E SO{M),
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deducem că /  : E —> SO(M ) este o aplicație diferențiabilă între spațiile 
totale ale celor două fibrări principale ^ ( M ^ p in ^  și SO(M ) și, în 
plus, :

a) Diagrama:

£ 4  SO(M)

M

este comutativă, unde 7FS ,7T sunt respectiv proiecțiile fibrărilor princi
pale E^M, Spinn ), respectiv SO(M Y

b) Oricare ar fi 5 € Spinn ,a  G S se verifică egalitatea:

f M  = f ^ M a } ,

unde (a,g) G V x Spinn —̂ a g E ^  este acțiunea diferențiabilă a 
grupului Lie Spirin j>e varietatea diferențiabilă S, iar f(o)p(g} este 
reperul din SO(M) obținut din reperul f(a )  G SO(M) prin acțiunea 
transformării special ortogonale p(g) G SO(n).

Noțiunea de structură spinorialăa fost generalizată în mod natural, 
încă din anii ’70, înlocuindu-se reprezentarea p : Spin —> SO(n) cu 
reprezentarea adjunctă a unui grup unitar arbitrar. Generalizarea a 
fost făcută de I. Popovici în colaborare cu autoarea [26], [25], [28], [29]. 
Sunt generalizate de asemenea obiectele geometrice corespunzătoare: 
spinori, conexiuni spinoriale, dervata covariantă, etc.

Acum vom face câteva observații de natură topologică.
Este bine cunoscut [21], [20] că varietatea riernanniană M  fiind 

orientabilă, prima sa clasă caracteristică Stiefel-Whitney Wi(M) este 
nulă.

Un rezultat de bază privind existența structurilor spinoriale este 
expus mai jos.

Varietatea riernanniană, orientabilă M  admite o structură spino- 
rială dacă și numai dacă a doua clasă caracteristică Stiefel-Whitney 
w?(M) este nulă. In acest caz, există pe M  atâtea structuri spinori
ale distincte (neizomorfe) câte elemente are primul grup de coomologie 
Cech cu coeficienți în Z2 , notat H ^M ^Z?).

Exemple de varietăți spinoriale sunt: spațiul proiectiv real Pn (R) 
dacă și numai dacă n = 3(modA), spațiul proiectiv complex Pn (C) dacă 
și numai dacă n este impar, spațiul proiectiv quternionic Pn (H) oricare 
ar fi n.

Varietatea diferențiabilă SO(n) posedă două structuri spinoriale ce 
se construiesc respectiv cu ajutorul fibrărilor principale de spații totale:

Ei = SO(n} x Spin^, 
E'> = Spinn x S p in ^ /Z 2 ,
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unde N  = n(n —1)/2, iar Z2 acționează pe Spinn x Spin^ după formula 
(g, h) —> (—g, — h). Fibrarea reperelor special ortonormate a lui SO(n) 
se identifică cu SO(n) x SO(N) fiind trivială. Avem deci următoarele 
două structuri spinoriale pe SO{n) :

Ei A  SO(n) x S O (N ),f1(a,g) = M g ) ) , 
S 2 4  SO(n) x S O (N ),f2 (g,h) = (p(g),p(h)).

Definiție. Fie M  o varietate spinorială n — dimensională și

SO(M) (8.11)

o structură spinorială a sa.
Fie IV un C7n —modul real și p : Spinn —> SO(W) reprezentarea 

indusă de morfismul de algebre Cln —> H om ^W , W) ce face ca spațiul 
vectorial real IV să fie C7„—modul (se consideră spațiul vectorial real 
IV dotat cu produsul scalar cu proprietatea din Propoziția 3 din 3.2).

Fibrarea vectorială S(M ) asociată librării principale

Y. = ^ M ,S p m n ), (8.12)

cu fibra tip spațiul vectorial real W, pe care grupul Lie Spinn acționea
ză prin intermediul reprezentării induse

p : Spinn —> SO(W ), (8.13)

se numește fibrare spinorială reală a varietății M . Scriem simbolic:

S(M ) = ^(M , Spm n ) x ;i W. (8.14)

Analog, o fibrare spinorială complexă a varietății M  este o fibrare 
vectorială asociată librării principale S = '£(M ,Spinn ) cu fibra tip 
spațiul vectorial complex IV, pe care grupul Spinn acționează prin in
termediul reprezentării complexe

p : Spinn —> GLQ ^W), (8.15)

dată de restricția la Spirin G Cln G C l^  a unei reprezentări p : C l^  —> 
HomțfiW, IV). Se scrie simbolic:

SC (M) = ^ M ,  Spm n ) x p IV. (8.1G)

In cele ce urmează dăm un exemplu de structură spinorială pe va
rietatea M = R 2 , preluat din [6]. Fie P = P(M, SO(2)) fibrarea 
reperelor ortonormate pozitiv orientate (adică de aceeași orientare cu 
reperul canonic al lui R 2). Fie {e^Cy} baza canonică a spațiului vec
torial R 2. Este imediat că
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Spin2 =  {±[(cos<p)l — (s in ^ e i^ ]  | <p G [—7T,7r)}, 

iar reprezentarea p : Spin2 —> SO(2) este dată prin formula:

p(g) = r - ^ ,  (V)g = ±[(cos<p)l +  (sin^)eie2] G Spin2 , 

unde r_2v : R 2—> R 2 este rotația de unghi (—2<p).
Fie acum varietatea diferențiabilă X =  R 2 x 5 ',  unde S 1 C R 2 este 

cercul unitate. Definim o acțiune a grupului Lie Spin2 pe E = R 2 x S 1 
astfel: oricare ar fi

2 i =  (Pi c o s  a i, Pi sin f t i) £ R 2 , 
z2 =  (cosa2 , sin a 2) G S 1, 

g = — (cos<p)l 4- (sin<p)e!e2 G Spin2 , 
avem

( z ^ z ^ g  =d e f ( z ^ z 1̂

unde

~'i = (Picos^! -  p),p isin(ai -  ;) ) , 
z'2 = (cos(a2 — p),sin(a2 -  ^)).

Rezultă E = X(M, Spin2 ) fibrare principală de bază M, grup structural 
Spin2 și proiecția % : E —> Af dată de formula:

^(^1,^2) =  (picos(ai -  aa),/?! sin(a! -  a 2 )).

Cu notațiile anterioare, fie /  : E —> P aplicația dată de formula: 

unde
x = (pi cos(ai — Q2 ), pi s i l i ț i  — a 2)),

iar X  = {/b/2} este reperul din R 2 ce se obține din reperul canonic 
cu rotația de unghi a L 4- a 2 . Se arată imediat că /  : E —> P este o 
structură spinorială pe M = R 2 .

Conexiuni spinoriale

Fie S = S(M ) fibrarea spinorială (8.14) asociată fibrării principale 
(8.12), unde (8.11) este o structură spinorială pe M. Fie Cl(M) fi
brarea Clifford a varietății riemanniene, orientabile, n -  dimensionale 
date (M ,g). Avem Cl(M) = SO(M) *so(n) Cin-
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Se remarcă faptul că fibra tip a fibrării vectoriale S(M ) este spațiul 
vectorial real W, în timp ce fibra tip a fibrării algebrice Cl(M) este 
algebra Clifford Cln . Faptul că W  este C7n —modul implică proprietatea 
fibrei lui S = S(M ) deasupra oricărui punct x E A/ de a fi spațiu de 
reprezentare pentru Cl(gx ) care este fibra deasupra lui x a lui Cl(M). 
Cu alte cuvinte, dacă T̂ S  este proiecția fibrării S, există pentru orice 
x E M un morfism de algebre:

Cl(gx ) -> HamR (TVsl (x),7Tsl (x))

indus de reprezentarea Cln —> Hom ^{W y W) ce face ca IV să fie Cln — 
modul.

Fie acum w forma de conexiune a conexiunii Levi-Civita V a va
rietății riemanniene orientabile (M,g}.

Se știe că w este 1 —forma de conexiune a unei conexiuni din fibrarea 
principală SO(M) a reperelor special ortogonale a iui M. Ca urmare, ea 
este definită pe SO(M} cu valori în algebra Lie so(n). Dacă {ei, ...,e„} 
este baza canonică a spațiului vectorial R n , atunci putem scrie:

-  52^}e, A c7 , (8.17)
‘<j

iar (w));j este o matrice de 1— forme cu proprietatea w) = —ŵ  oricare 
ar fi i , j  E {1,..., n}.

Forma de curbură Q a conexiunii Levi-Civita V este o 2— formă 
definită pe SO^M), cu valori în so^î). Ea se scrie sub forma:

= (8.18)

Fie acum U o vecinătate de trivializare locală a fibrării principale 
SO(M) și {L^,..., K J un câmp ortonormat de repere definit local pe 
U. Atunci 1 —forma de conexiune ix respectiv 2 -  forma de curbură Q se 
proiectează respectiv pe 1 -  forma wu și 2—forma Qj;, ambele definite 
pe U cu valori în algebra Lie .so(n), exprimate respectiv prin formulele:

(8.19)
*

a u  =  - Y J (R"r ,1 e ' ^ e , v , ^ e t , (8.20)

p<q

unde {01,...,0n } este câmpul de corepere dual câmpului de repere con
siderat și am notat, ca de obicei, oricare ar fi indicii i ,j,p , q E {1,..., n} :
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RviV jVp = R ^ V q

R v ^ V p  — ^ v ^ V j V p  — ^ V j^ V i V p  — ^ [V i,V j]V p-

Avem acum în vedere teorema 5, din cap. 4, formula (4.15). Cone
xiunea Levi-Civita V a metricii g induce pe fibrarea principală E = 
S(Af, Spinn ) o conexiune V' a cărei 1— formă de conexiune cu' verifică 
condiția:

CJ = P, J CU.
Fie Q' forma de curbură a conexiunii V'. Din (8.7) deducem, folosind 
(8.17), respectiv (8.18):

= (8.21)

(8-22)

Deoarece între fibrările principale S = I^M , S p in ^  și SO(M) există 
morfismul de fibrări (8.11), putem alege deschisul U C M  încât el să 
fie vecinătate de trivializare locală pentru ambele fibrări. Formele cu' 
și 12' se vor proiecta atunci pe 1— forma ojy respectiv 2— forma fi};, 
ambele definite pe U cu valori în algebra Lie spinn . Avem din (8.21), 
(8.22) utilizând respectiv formulele (8.19), (8.20):

=  (8-23)
k

K  -  (8-24)
k<l

Notând ca de obicei metrica varietății M  cu <, >, deducem:

^  = - 1 E ( <  R v . ^  ^  > ^  A 0 J ) e k e L  (8.25) 
w  i< j 

k< l
sau:

^ ( D ,  V}) = |  E  < R v.v} Vk , Vt > ek eh  (8.26)

k< l

formulă de mare interes pentru ceea ce urmează.
Conexiunea V' a librării principale S = E(M, Spinn ), cu forma 

de conexiune cu', induce pe secțiunile fibrării spinoriale S = S(M ) o 
derivare covariantă V5 . Vom spune că Vs  este o conexiune spinorială.
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Oricare ar fi secțiunea aE r(S(M )) și câmpul de vectori X  E X țM \ 
ținând cont de teoria generală expusă în 4.6, și în particular de formula 
(4.36), avem:

(V s
x a)u = aU t(X) + ^ ^ (8.27)

unde am notat cu a^, ( ^ x a )0 aplicația indusă de secțiunea a, respectiv 
^ x a  pe U, cu valori în fibra tip W.

Pe de altă parte, oricare a r i i l e  r(C l(M )),a  E P(S) avem ”mul- 
tiplicarea Clifford”

(<p, a) —> <p.a

ce provine din faptul că oricare ar fi x G M  avem <p(x } ^  Cl(gx ), a(x) E 
^ ' W  Ș* ^ s ^ ^ )  este spațiu de reprezentare pentru algebra Clifford
Cl(gx ).

Avem acum:
Propoziția 4. Orice fibrare spinorială este o fibrare Dirac.
Demonstrație. Vom considera (M,g) o varietate Riemann, ori- 

entabilă ce posedă o structură spinorială (8.11). Fie S = S(M ) o 
fibrare spinorială a lui M, dată prin formula (8.14). Vom arăta că 
S{M) este o fibrare Dirac (pentru definiția fibrării Dirac, vezi 6.1).

Fibra deasupra fiecărui punct x E M  din fibrarea spinorială S = 
S{M) este un un Cl(gx )~  modul izomorf cu fibra tip W  ce posedă un 
produs scalar care face ca (6.1) să fie verificată.

Oricare ar fi a,a i,a 2 £ F(S),^  6 rțC l(M )) vom nota respectiv cu 
00,010,020,^0 aplicațiile definite pe vecinătatea U cu valori în fibra 
tip corespunzătoare, induse respectiv de secțiunile a,ah a2 ,(p. Oricare 
ar fi g E Spinn , putem scrie:

M ^ ) o  = [n(g)ii(<p)ii(g l )][p(g)o] = 
= ^ g ^ g ^ M o ] . (8.28)

Aplicația Ad : Cl*t —> AutțCln ), Ad(g) = g^g - 1 , (y^p G Cln este 
reprezentarea adjunctă a grupului Lie Cl^ (al elementelor inversabile 
din algebra Clifford Cln ). Pe de altă parte, oricare ar fi 9 G Spinn 
elementul pțg) aparține grupului SO(n) și avem

P^^P  = Adg ^ y {y)ip E Cln . (8.29)

Am notat p(g)p rezultatul acțiunii elementului pțg) E SO(n) asu
pra lui ^  E Cln , acțiune definită în 5.1, când am construit fibrarea 
ClțM ). Egalitatea (8.29) se deduce astfel: dacă {ei,...^,,} este baza 
canonică din R n fie elementul ib =et ,...e, E Cln , 1 < ii < ... < < n\ 
avem
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Adg^ = g ^ g  x = (ge^g l )(gel2g x)..\ge i sg x) = 
= (p(9M (p(g)ei2\..(p(g)eZs) = p(g)i/>.

Cum 99 este combinație liniară de elemente de forma lui ip, se deduce 
(8.29).

In formulele următoare, atenție la semnul ” .” care denotă "multi
plicarea Clifford”.

Fie acum un drum diferențiabil t G (-c,c) —> g(t) G Spinn cu 
proprietatea g(0) = 1, £t g(t) |t=o= A. Din (8.28) deducem diferențiând:

p ^ A ) ^ . ^  = [pt (pt (A)tp)].a + <p.[pt (A)a]. (8.30)

Formula (6.2) se verifică. în adevăr, aplicăm formula (8.27) pentru 
ip.a și ținem cont de (8.30) precum și de formula Leibnitz care implică:

(p.a) t (X) = <p.at (X ) + p t (X}.v,

oricare ar fi X G X (M \
Formula (6.3) este de asemenea verificată.
Utilizând (8.27), obținem:

< (NSX°\)u I °'1U > X < Gw. ( X x ^ U  > =
< OwAX)-,O2U > + < ^ W i^ U ^ X )  >= X  < Oiu-,O2U > 

deoarece avem:

< P ^ 'v ^ W w ^ - i i i  > + < pA^'iAXy^-’U ^iu  > = 0 ,

ca urmare a faptului că pr^'u^X )) G so{\V). □
Fie R s  : T(S) —> F(S) operatorul de curbură al conexiunii spinoriale 

V5 . Avem deci, oricare ar fi X, V G X (M ),a  G F(S) :

R xv ” (V jv »  -  V ?V ’ -

Având în vedere (8.25), deducem formula locală:

R ^ V ja =  4 ^ <  > W i.v ,  (8.31)
J 2 k<i

oricare ar fi i , j  G {l,...,n},<7 G F(S), unde {Vi,...,Vn } este un câmp 
ortonormat de repere, definit local pe M.

Fibrarea spinorială S = S(M ) depinde de metrica dată pe vari
etatea spinorială de bază M. Studiem în continuare formula de schim
bare a derivatei covariante spinoriale Vs  la o schimbare conformă a 
metricii varietății M  [18]. Presupunem că g,g sunt metrici Rieman- 
niene pe varietatea spinorială M, echivalente conform. Există deci o 
funcție diferențiabilă h definită pe M, cu valori reale încât
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j  =  (exp2/i)j. (8.32)

Vom nota în continuare cu M, respectiv M, varietatea M  dotată cu 
metrica g, respectiv g. Remarcăm că oricare ar fi u = {ei,...,en } un 
reper ortonormat din Tx M ,x  G M, rezultă u =  {e[,...) ^ }  un reper 
ortonormat din TXM  unde ej = (exp(—h))ej, (Y)j G {1, ...,n}. Rezultă 
aplicația -0 : SO^M) —> SO(M ) definită prin formula 0(u) =  u, (y)u G 
SO(M). Lăsăm ca exercițiu verificarea afirmației că aplicația 0 definită 
mai sus este izomorfism de fibrări principale.

Fie
/  : E =  X(M, Spinn ) SO(M)

respectiv

/ :  E =  £(M ,Sp in n ) SO(M)

o structură spinorială pe M  respectiv M  încât E, E sunt varietăți topo
logic echivalente. Izomorfismul de fibrări principale 0 : SO(M) —> 
SO(M), definit mai sus, induce izomorfismul de fibrări principale 0' 
:E —> E cu proprietatea că diagrama:

0'
E

SO(M ) -> SO^M)
■0

este comutativă. Considerăm acum un CZn -modul W  și notăm cu p 
multiplicarea Clifibrd corespunzătoare. Atunci putem construi fibrarea 
spinorială S = S(M ) = ^(M , S p in ^X ^W  respectiv S = S(M ) = 
L (M , Spinn )Xji\V. Izomorfismul de fibrări principale 0' induce izome- 
tria 0;i : S S.

Fibratele vectoriale tangente T M  șiT M  coincid. Fie V ,V  respectiv 
conexiunea Levi-Civita a metricii g,g. Oricare ar f iX ,L  G X{M fi se 
deduce imediat formula:

X x Y  = V X V + (Xh}Y + (Yh)X  -  g(X, Y)grad(hfi (8.33) 

unde gradientul grad(h) este luat în raport cu metrica g.
Fie U ,LJ respectiv 1- forma de conexiune a conexiunii V, V. Con

siderăm {e j,...,^} , {e{,...,^}, câmpuri ortonormate de repere în ra
port cu metrica g, respectiv g, definite pe deschisul U al varietății M, 
cu proprietatea efix) = ^ { e f ix ^ f i^ x  G U. Formele Pfaff opti sunt 
definite pe U, respectiv prin formele Pfaff w( / ,uj(/, unde:
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Mu = (M^ W? = g(Vez ,ej), 
MU = (M3i)ji,â)3i = g ^e i^e j) .

Oricare ar fi X G X(M ) rezultă din (8.33):

u 3 (X) = cfifiX) + (et h)g(X, e ^  -  (e j h)g(X, ef). (8.34)

Formula (8.34) implică oricare ar fi â  G F (5 ),â  =  ^ (c r) ,^  € F(S), 
având în vedere formulele (8.23), (8.27):

Xx& = V’p fV x f + -[grad(h)X — X  grad(h)]<j}. (8.35)

Deoarece

grad(h)X + Xgrad(h) = —2g(grad(h), X ), 

deducem:

v x = V̂  ° {V* -  ^Xgrad(h) -  ^g(grad(h), X ) } o i f / .  (8.36)

Operatorul Atiyah-Singer
Folosim notațiile anterioare, dacă nu se fac alte precizări.

Fie S = S(M ) o fibrare spinorială a varietății spinoriale M. Vom 
nota cu {c!,...,^}  un câmp ortogonal de repere definit local pe vari
etatea riemanniană M. Cum fibrarea S = S(M ) este o fibrare Dirac, 
putem considera operatorul Dirac corespunzător D :T(S) —> F(S), dat 
prin formula:

n

Dcr =  ^ e i .V f i ( 7, (V)<7 G r ( S ) . 
i= l

(8.37)

Acest operator Dirac se numește operatorul Atiyah-Singer. In anul 
1963, Liclmerowicz a demonstrat [19] următoarea:

Teorema 5 (Formula lui Liclmerowicz). Fie M  o varietate spino- 
lială și S = S(M ) o fibrare spinorială. Atunci are loc formula:

D2 = V5 *V5  + - , 
4

k : M ^  R  fiind funcția curbură scalară.

(8.38)

h —  )  ] <  R ^ e ei, Cj (8.39)
ij=l
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iar {ei, ...,en } un câmp ortonormat de repere definit local pe M.
Demonstrație. Vom folosi formula lui Bochner (6.23) și expresiile 

(6.22), (8.31. Trebuie demonstrat că 7£ = | .  Avem succesiv:

= \ ^ l j = ^ i ^ j .R e
s

ie . = I ^ ^ Y < R e ^ e ^ d  > e ^ e ^ .  =
8 S /l j  E/iJ^ (*̂  ReiCj^ki &l > ~ț~ < Rejetc î) C/ H” 

dist.
+ ^  RekS iej t ei ^^e^eje^.-}-

^ d j < De^e^ii^l > ^i^j^i- T 5Zij < -̂eiej -̂ji -̂l > CiCj^i-^l-
Identitatea lui Bianchi ne permite să scriem acum:

= H£.

7(^2 i < ^eieXit^l > ^j^l- T £3 i < ReieXii &l 2> eje[.~\~ j<l 1 j>l 1

T S t j  < DeiejCi,ej > e^.) —
i ^  De;ei ̂ iy ^l > C/• “1“ ^  i ^  D^e. Cj, e[Cj.

S î j  < De ie .e ,̂ e.j >) —■ j.O

In finalul acestui paragraf, vom observa că operatorul Atiyah Singer 
este invariant la schimbările conforme de metrică.

In adevăr, în paragraful precedent am examinat modul în care se 
schimbă derivarea covariantă spinorială și am dedus formula (8.36). 
Utilizând aceleași notații, să considerăm D, respectiv D operatorul 
Atiyah Singer al varietății spinoriale M, respectiv M, cele două va
rietăți riemanniene fiind presupuse conform echivalente, cu metricile 
g, respectiv g, care verifică relația (8.32). Se deduce atunci din (8.36) 
formula:

D = ^  o {D + ^(n -  l)grad(h)} o 0 J 1. (8.40)

Se demonstrează că oricare ar fi /  G F țM ),X  6 X țM fia  G T(S) 
operatorul Atyiah-Singer D verifică formula:

D țja )  = f^ a x g r a d f ia .  (8.41)
Formula (8.41) implică oricare ar fi a  G R,/i G X țM fio  G F(S) :

D(exp(a/î)<r) = exp(a/i)[Dcr +  agradțh)](T.
Ca urmare, notând ’P = expț — ̂ ^ h ) ^ ,  avem:

T o D o T ’ 1 =  e x p ( ( - ^ / i ) ^  o D o e x p ( ^ ) ^ 1 =
■0M o [D + |(n  -  l^gradțh')] o -0“ L = D.

Acest rezultat are consecințe importante. Una dintre ele este că:

dim ker D = dim ker D.
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Exemple
Pentru început, vom scrie operatorul Dirac pe spațiul hiperbolic H n , 
dotat cu metrica Poincare. In sistemul de coordonate:

Z = {(^,y) € R n  I X = (xn  ...^ n -r) G R n _ 1 ,y > 0}, 

metrica hiperbolică g se exprimă prin formula:

5 =  (d i >)2 + d y2]- (8 -4 2 )
y î=i

Considerăm pe H n câmpul ortonormat de repere:

{ ^ i , - ,  En _ r , E n } ,^ ^ )  = y ^ ~ ,  En {z) = y — , (V)z = 1, ...,n -  1.
uy

Dacă V este conexiunea Levi-Civita a metricii considerate, deducem 
(V)i,j € {1, —2 n -  1}:

^ E lE3 = 8t j En y  E iEn = -â^E j 
^ E n Ei = 0, V E n En  = 0.

Notând ca de obicei, V E iE , =  r ‘ s b avem (y ) i ,j ,k E  {1,..., n — 1}:

p  = = 8  r fc = n rn = o
r1 jn i = o, rn = o r ’ = o rn =o m  1 nn L nn u

Fie acum S  = S(H n ) o fibrare spinorială și cr G P(S) o secțiune arbi
trară. Notăm cu V5 derivarea covariantă indusă de conexiunea Levi- 
Civita a metricii (8.42). Atunci, utilizând formula (8.27) deducem ori
care ar fi z G {1,..., n} :

^ E^  = °*{Ei) + ^ \ E l )cj = 
= y ^  +  4 ^ t= i S ike ken -O -  |  LX} 8i k en ek .o = 

=  Văii 4  2e ie n -a ->
v s

E <j =  y ^

unde {e1; ...,en } este baza canonica a lui R n .
Din formula (8.43) deducem expresia locală a operatorului Atiyah-

Singer pe H n :

Da = I X 1 e , .V ^  + en .V^cr = 
SX ? ^ - ( y ^ j  + ^ „ . a )  + yen . ^ .

Vom da acum expresia locală a operatorului Atiyah-Singer pe sfera 
unitate Sn din R n + l . Proiecția stereografică este un difeornorfism între

8.43)
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sfera unitate S” fără polul Nord N și R n . Mai mult, considerăm pe S” 
metrica standard g, definită local pe Sn \{N} prin formula:

9  =  ( ^ i W ) t ( ' i I ' , I ■ ( M 4 )

Fie câmpul ortonormat de repere {E i,..., En } definit pe Sn \{N} prin:

E , ( I ) =  ( n - W ! ) ^ , M ' e { i >

Un calcul simplu arată că, notând cu V conexiunea Levi-Civita a 
metricii g, deducem:

n
(V£ I EJ )(T ) =  2 £ ( i t <jt ) -  Xjdi k )Ek (x).

k = l

Avem atunci:

r* =  2(xk6i j  -  Xj6i k ), 1^)1, j, k G {1,..., n},

unde am notat, ca de obicei, ^ E iEj = ^ } Ek .
Rezultă, folosind formula (8.27):

V ^ a  = (1+ II x n ^ + ^ ^ . M i  €

de unde:

O teoremă de tip Bochner
Se numește spinor orice secțiune a G F(S). Se numește spinor armonic 
un spinor o care verifică ecuația Dcr = 0.

Teorema 6 (A. Lichnerowicz). Fie M o varietate spinorială, com
pactă, cu curbura scalară k strict pozitivă și S  = S(M ) o fibrare 
spinorială. Atunci orice spinor armonic este nul.

Aceeași concluzie se păstrează dacă curbura scalară k este nenega
tivă, dar există mi punct din M în care ea este strict pozitivă. [19]

Demonstrație. Fie o G F(S) un spinor armonic. Formula (8.38) a 
lui Lichnerowicz ne conduce la egalitatea:

< V5 *VS a, (T> + — < a ,<7 >=Q,
4
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sau, prin integrare pe varietatea compactă M :

(X s o, X s o) = [  k < o ,o >  . (8.45)
4 JM

In ipotezele în care ne-am situat, egalitatea (8.45) nu poate avea loc 
decât dacă ambii săi membri sunt nuli, ceea ce conduce la:

X s o  = 0, /  k < o,o >= 0. (8.46)

Deci spinorul armonic a este paralel, cum rezultă din prima relație 
(8.46). Rezultă atunci, utilizând proprietatea (6.3) a fibrării Dirac
S = S(M ) :

X  < o,o  > =  2 < X s o, o > =  0

oricare ar fi câmpul de vectori X  G X (M ). Ca urmare, < o, o > = 
con st.

Presupunem k > 0. Dacă spinorul armonic o ar fi nenul, ar rezulta 
lXI k < o, o >> 0, ceeace contrazice a doua relație (8.46). Deci a = 0.

Rezultatul se păstrează dacă scalarul de curbură k >Q, dar există 
un punct .io G M cu proprietatea k{x^) > 0.D

Are loc::
Corolar 7. Fie M o varietate spinorială, compactă cu curbura 

scalară k nulă. Atunci orice spinor armonic este global paralel.

Valori proprii ale operatorului D
Dacă varietatea Riemann spinorială M  este compactă, spectrul opera
torului Atiyah-Singer D, conține numai valori proprii reale discrete de 
ordin de multiplicitate finit [24], deoarece este eliptic: și formal autoad- 
junct. Mai mult, clacă varietatea M  este compactă, de dimensiune 
pară, spectrul lui D este simetric cu zero.

Dacă f  G C°°(M), atunci oricare ar fi o Gf(S) are loc egalitatea 
(8.41), unde gradf = [̂*= i e^f^ei. Are loc de asemenea formula (8.38) 
a lui Lichnerowicz, unde k este curbura scalară a lui (M,g), iar X s 
operatorul Bocliner-Laplace al conexiunii spinoriale V5  :

X s  = V5 * o V5  = -  £ [ V f X  + d w ^ X ^ ] . 
i= l

Fie /  G C^^M) o funcție și X^ : F(S) —> V(TM ® S) derivarea covari- 
antă metrică definită pe S  prin formula:

X f
x o = X s

x o + fX .o , ^ } X  G X (M ),o  G F(S).
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Teorema 8. Formula (8.38) a lui Lichnerowicz se generalizează sub 
forma [8] :

(D -  f ) 2 = A ' + ^  + (1 -  n ) f 2 (8.47)

1 / kon 
^ x ^  + ----- -A .a  =  02 y n — 1 

respectiv:
„  1 / kon „
V x ° ---- v ------- X.a = 0, 2 \ n - \

oricare ar fi X  G X(M ).
Demonstrație. Presupunem că A este valoare proprie a lui D, cu 

proprietatea: A2 < ^ ,  iar o ^  0 este un spinor propriu corespunzător 
valorii proprii A.

unde &  este operatorul Bochner - Laplace ar derivării covariante VA 
Demonstrație. Avem:

(D -  / ) 2a = D 2a  -  D(/cr) -  /D a  + f 2o, (V)a € F(S),

sau, utilizând (8.41):

(D — f ^ a  = D 2a — 2/Dcr — (gradf).a + f 2o.

Formula (8.38) a lui Lichnerowicz implică:

(D — f ^ o  = X s a + -k a  — 2/Dcr — gradf.o + f 2o.

Aplicând formula (8.41), deducem:

X^a = X s u — 2 fD a  — gradf.o + n f 2a.O

Din teorema 8, rezultă următorul corolar privind spectrul opera
torului Dirac pe o varietate compactă:

Corolar 9. [8] Fie (M,g) o varietate Riemanniană compactă, de 
dimensiune n, cu curbura scalară k > 0. Atunci:

i) cea mai mică valoare proprie pozitivă A+ , respectiv cea 7nai mare 
valoare proprie negativă A_ a operatorului Dirac D satisfac inegalitatea:

1 / kon

unde k  ̂ este minimul curburiișcalare k.
ii) Dacă 1 ^ ^ -  sau ~ ^ ^ ^  este valoare proprie pentru operatorul 

Dirac D, iar a este spinorul propriu corespunzător, atunci cr satisface 
ecuația diferențială'.
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Din formula (8.47) și ținând cont de următoarea proprietate a ope
ratorului Bochner- Laplace:

[  < △ - cr, o d M  = [  | V" a |2 dM.

rezultă prin integrare pe M, considerând /  = ^ :

0 = j ^ - k  +  ^ A 2) | a  |2 + | V ^a ^\dM  (8.48)

Dacă A2 < j ^ - ,  din (8.48) deducem cr= 0, ceeace este fals, deci am 
demonstrat afirmația i)

Dacă A2 = rezultă că V"tr = 0, ceeace demonstrează ii).D
Fie (M,g) o varietate riemanniană, spinorială, compactă, conexă, 

de dimensiune n > 3. In [15], O. Hijazi a demonstrat că dacă A este 
valoare proprie a operatorului Dirac D, atunci

4(n — 1) 4(n — 1)

unde p { este prima valoare propriei a laplacianului scalar conform:

L =  4------ A + k.
n — 2

Ecuația tw istor

Fie (M,g) o varietate Riemann, spinorială, de dimensiune n. Vom uti
liza notațiile anterioare.

Vom spune că oE T(S) este un twistor-spinor dacă și numai dacă
<7 satisface așa numita ecuație twistor:

V ^  +  -X.D<7 = 0 (8.49)
n

oricare ar fi X  G X(M ).
Are loc [4]
Teorema 10. Sunt echivalente următoarele afirmații:
i) o este twistor-spinor;
ii) oricare ar fi X ,Y  6 X (M ), are loc egalitatea:

X .V ța  + X .X s
x a = -g (X ,  (8.50)

iii) XX7x a nu depinde de câmpul vectorial unitar X.
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Demonstrație. Presupunând că oG T(S), este twistor-spinor, vom 
arăta că are loc ii). Oricare ar fi X , /  € X (M ), avem simultan:

K V ^  + ir X .D f f  =  o 
X . ^ a  + I x Y .B a  =  0. (8.51)

Se știe că X Y  + Y X  = —2g(X ,Y)Ids, deci adunând membru cu 
membru cele două egalități (8.51), obținem (8.50), ceea ce probează 
implicația i) —> ii).

Reciproc, ii) —> i). In adevăr, egalitatea (8.50) se scrie, dacă X =

X .V s
x a =  ^ (X ,X )D < 7 .

Multiplicând cu X, deducem (8.49), deoarece X 2 = -g (X , X ).Id s .
Demonstrăm acum implicația i) —> iii). Pentru X  câmp vectorial 

unitar, din ecuația twistor (8.49), deducem prin multiplicare cu X  :

X .X ^ a  =  - D o ,  (V)X G X țM ), 
n

deci i) —> iii).
Reciproc, iri.) —> i). In adevăr, să considerăm {ci,...,en } un câmp 

ortonormal local de repere pe M. Din ipoteza iii), deducem:

K , ^ o  =

Pe de altă parte, rezultă: 
n

D o = ^ t ’rVf.O = nip, 
i= 1

adică 0 = -D o. Ca urmare, avem:

o = — et.D a, (V)fc G {1,..., n). (8.52)

Fie acum X  = £ ,X k ek G X țM ). Din (8.52), deducem:

ceeace implică ecuația twistor (8.49).D
In continuare, vom da exemple de twistori-spinori.
Este util de amintit mai întâi comportarea operatorului Dirac la o 

transformare conformă a metricii.
Fie {M, g) varietatea riemanniană spin și g = exp(2/;)9, h G C ^țM ) 

o metrică conform echivalentă cu metrica g. Presupunem S, respectiv
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S  fibrări spinoriale corespunzătoare varietății Riemann (M,g) respec
tiv țM,g). Observăm că oricărui câmp de repere {ei,...,en } definit 
local pe M, ortonormat în raport cu metrica g îi corespunde câmpul 
de repere {e ț,...,^}  ortonormat în raport cu metrica g, unde e* = 
exp(—h)ek, (^)k € {l,...,n}. Această observație ne permite să identi
ficăm fibrarea spinorială S  cu fibrarea spinorială S  prin identificarea 
” ~  ” cu următoarele proprietăți:

X  = exp(-/i)X , (V)X G V{TM) (8.53)

X .5  = X ^ , (V)X G T(TM ), a G F(S) (8.54)

V p  = cr~l 2̂V ^ a  -I- ^X.grad(ex:p( — h)).a + ^X (exp(-/i))â. (8.55)

Propoziția 11. Secținea aE F(S) este twistor-spinor pe (M,g) 
dacă și numai dacă (exp ^h)cr 6 T(5) este twistor-spinor pe (M,g).

Demonstrație. Are loc egalitatea:

Da = (exp---- /i)D(exp —- — h)a, (V)a G P(S), (8.56)

unde D respectiv D reprezintă operatorul Dirac al lui S  respectiv S. în 
adevăr, aceasta rezultă prin calcul din formulele (8.53), (8.54), (8.55).

Notăm acum
T>u = -I— A .Dd

n
Când metrica g se schimbă cu metrica g se deduce:

Dd =  (exp — ̂ )'D(ff“ l/4ff).n

Pentru a putea construi unele exemple, este utilă:
Teorema 12. Fie aG P(S) un twistor-spinor. Se verifică atunci 

egalitățile:
TI

D-a = -- ------- -ka  (8.57)4 ( n - l )  v '
T) 1

V* (Da) = -- ------- - [ - ------- -kX  -  RicXVa. (8.58)

Demonstrație. Alegem {ci,...,en } un câmp ortogonal de repere, 
normal în punctul x G M. Atunci avem aplicând Ve, ambilor membri 
ai ecuației (8.49), în care se ia X = ê  și sumând după i:

— X s  o -I— D 2J  =  0. 
n

Din formula (8.38) a lui Lichnerowicz, rezultă atunci (8.57).
Mai departe, din ecuația twistor, considerând câmpul vectorial X 

paralel, avem:
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V ^V f <7 +  ^ . 7 ^  (Da) =  0 ’^ G {V-,™}-

Prin scăderea membru cu membru a celor două egalități, deducem:

^ x ’  = ^ k M ( D .7 )  -  X.V’ ID ^ I = o,

relație din care prin înmulțire cu ej și sumare după indicele j ,  rezultă:

l ( M ) . . ,  = -V i( D a )  -  i f ^ . V ’ lDa) = 0.

Avem însă egalitatea:

ejX  = - X e j  -  2g(ej ,X }, 

deci:
^R ic X } .a  = -V ^ (D a ) + X.D2a + |v £ ( D a ) .

Utilizăm (8.57) și deducem (8.58).□
Exem plu 1. Fie M  = R n , cu metrica euclidiană. Dacă a este 

un twistor-spinor pe R", atunci conform teoremei 12, formula (8.58), 
rezultă V ^D a) = 0, deci Da = const. Notăm DJ = di = const. 
Integrăm ecuația twistor (8.49), care se scrie acum:

V J a  1— X .a t = 0, n

de-a lungul segmentului {tx | 0 < £ < 1} și obținem:

a(.z:) — cr(O) = ----.1771.
n

Deci, mulțimea twistoi-spinorilor spațiului euclidian R ” este:

{cr € P(S) | (7(1) =<7U ---- z a ^ a o ^  — const..}.n

Exem plu 2. Fie sfera Sn dotată cu metrica standard 90- Identi
ficăm prin proiecția stereografică sfera S n , din care se scoate; polul nord 
N, cu spațul euclidian R ’1. Metricele g  ̂și g^n sunt conform echivalente, 
anume:

4
90 = (M ^ W 9R ,“' (8';,9)

Din Propoziția 11 și din exemplul 1, rezultă că singurii twistori-spinori 
<7 pe 5'"\{7V} sunt de forma:

f f o + ^ i  . .
=  ( 1 + II T  1 1 2)1 /2- v^onst. (8.60)
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Exemplu 3. Fie spațiul hiperbolic H n , realizat ca discul unitate 
deschis din R n , cu metrica:

4
9  ”  ( H W ® ' (8.61)

Ca și în exemplul 2, rezultă că singurii twistori-spinori a pe H n sunt
de forma: OQ +  X O 1 

H F F )^ , OQ, aiconst.

Spinori Killing

Un câmp de spinori aE F(S) se numește spinor' Killing cu numărul 
Killing A GC dacă și numai dacă este satisfăcută ecuația [4]:

X s
x o = XX.a, ^ } X  G X ( M \  (8.62)

Este de observat că orice spinor Killing o, cu numărul Killing A 
satisface ecuația:

Dcr = —nXa,

și, ca urmare, este twistor-spinor deoarece satisface ecuația (8.49).
Fie {ei, ...,en } un câmp ortonormat de repere definit local pe vari

etatea spinorială M. Avem:

jr e K R S
X e ia = -^R ic X .a , (8.63)

oricare ar fi cr G F(5),X  G X țM ). în adevăr, din formula (8.31) de
ducem:

D i= l  ^ i 'R 'X e i ^  Ț ^ L iJ tk <  R x e X k y  Q  >  C^C^Ci-U 
i ^ E i j , ^  R x e X k , e l >  +  <  R x e k e h C i >  +  <  R x e / ’i ^ k  > ^ 0 ^ 1 - 0 -\- 

dist.
“ ^ E i J  <  R x e X i ^ ’l >  C l +  ^ i , k  <  R x e X k , ^  >  e k \ - ^

Identitatea Bianchi implică atunci (8.63).
Există o condiție fundamentală ce se impune varietății Riemann 

(M,g) pentru ca ea sa posede spinori Killing.
Teorema 13. Fie (M,g) o varietate Riemnn, conexă, ce admite 

structură spinorială. Dacă există oG F(S) un spinor Killing nenul 
cu numărul Killing A, atunci (M,g) este spațiu Einstein cu curbura 
scalară k = 4n(n — 1)A2 .
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Demonstrație. Oricare ar fi X, V G X țM ),a  G F(S) avem:

R'xY
a  = V^V^cr ~ Vy V*cr -  V p ^ a ,

ceea ce implică, deoarece cr este spinor Killing:

R X
s

Y a = 2A2(VX -  X Y ).o  = 2 X \Y X  + g(X, Y)).a.

Rezultă din (8.63) că:

n
(RicX)sp = - 2 ^  ej.Rx^V  = 4A2 (n — l)X.cr.

Cum cr^ 0, deducem:

RicX  =  4A2 (n -  1)A,

deci țM ,g) este spațiu Einstein cu curbura scalară k = 4X2n(n — 1).
Este important de observat că:
i) curbura scalară k este strict pozitivă dacă și numai, dacă A este 

număr real, nenul;
ii) curbura scalară k este strict negativă dacă și numai dacă A este 

număr pur imaginar, nenul;
iii) curbura scalară k este nulă dacă și numai dacă A este nul.
Vom spune că spinorul Killing cr nenul ce corespunde lui A G C, 

este spinor Killing real dacă A G R\{0} și este spinor Killing imaginar 
dacă A G iR\{0}.

Ca urmare, se reliefează un aspect topologic important:
Teorema 14. Fie (M.g) o varietate spin, completă, conexă, cu un 

spinor Killing, nenul.
i) Dacă cr este real, atunci (M,g) este spațiu Einstein, compact, cu 

curbura, scalară pozitivă.
ii) Dacă a este imaginar, atunci (M,g) este spațiu Einstein, necom

pact, cu curbura scalară negativă.
Demonstrație. Fie a spinor Killing nenul, real. Atunci, din teorema 

13 rezultă că (M,g) este spațiu Einstein, cu curbura scalară pozitivă 
și teorema lui Myers [17] ne asigură că varietatea M  este compactă .

Fie acum cr spinor Killing nenul, imaginar, ce corespunde lui iA, A G 
R\{0}. Atunci avem egalitatea:

D 2cr = —n2X2a

Presupunem că varietatea M  este compactă. Integrând avem:

0 < h i <  D ^  Dcr > dM = h i  < D 2cr, cr > dM = 
= —h 2X  h i  < &,& > dM < 0,
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ceea ce implică <7 = 0, care este fals.D
Observăm că spinorii Killing reali, nenuli sunt definiți numai pe va

rietăți compacte cu curbura scalară t  > 0, adică exact pe acele varietăți 
compacte care admit valorile proprii limită pentru operatorul Dirac D. 
Deducem că <J € F(S) este spinor propriu al operatorului Dirac D, 
corespunzător uneia dintre valorile proprii limită, anume sau
~ î\/n (^F >  dncă și numai dacă a este spinor Killing nenul ce cores
punde respectiv numerelor Killing și A /  unde k0
minimul curburii scalare k.

Mai mult, se arată [4] că în cazul compact toți twistor-spinorii pot 
fi obținuți din spinorii Killing printr-o deformare conformă a metricii.

Dacă (M,g) este varietate spin conexă ce admite un spinor Killing, 
nenul, corespunzător numărului Killing nenul A € C, atunci se demons
trează că (M,g) este local ireductibilă. Dacă (M,g) este local sime
trică sau dimensiunea sa este cel mult 4, atunci (M,g) este spațiu cu 
curbura secțională constantă 4A2 .

E xem plu 4. Fie sfera S n cu metrica sa standard g0 dată prin 
formula (8.59), ca în exemplul 2 din &8.8.

Am văzut în exemplul citat că twistor-spinorii pe S"\{N} sunt dați 
prin formula (8.60). Din formula (8.55) rezultă derivata spinorială a 
twistor-spinorului <3 :

V'^cr = ---- .—  + di), (V)crn, ai — corist. (8.64)

Presupunem acum că <7 este spinor Killing pe Sn \{7V}, deci:
= ± ^ . d .  (8.65)

Din (8.64), (8.65), deducem:
±  (<70 + x.(7i) = J;.<7Q + ai, (V):r G R". (8.66)

Deoarece pentru x = 0, din (8.66) deducem oro = ±ffi, rezultă că pe 
Sn \{A} orice spinor Killing o este de forma:

1 (1±.T).(7O<7.7 = . =, <7p = corist. (8.67)

și corespunde numărului Killing ± | .
E xem plu 5. Fie spațiul hiperbolic H n , realizat ca discul unitate 

deschis din R", cu metrica g dată prin formula (8.61) ca în exemplul 3 
din &8.8. Ca și în exemplul 4 de mai sus, obținem că spinorii Killing 
(7 pe H n , corespunzători numerelor Killing ± | i  se scriu sub forma:

, , (1 ± ii).(7o
o(x) = . = ,  <7|) = const. (8.68)
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