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CUVANT INAINTE

Cartea de fata se adreseaza in primul rand studentilor Facultatii
de Matematica ce manifesta interes pentru Geometrie cu conexiuni in
Teoria operatorilor diferentiali, Topologia algebrica si diferentiald etc.

Cartea a fost conceputd drept curs de doud semestre pentru anii
5-6 Masterat. Am urmarit ca ea sa fie cat mai accesibila gi, ca urmare,
cititorii avizati pot trece peste unele paragrafe.

Am dorit de asemenea sa familiarizam cititorul cu diverse tipuri de
calcul. Fiind vorba de un curs, am considerat normal si nu expediem ca
fiind "evidente” unele calcule ce nu pot fi gasite explicit in bibliografia
consultatd, cum ar fi, de exemplu, calculul spinorial.

Termenul de "tehnici Bochner” descrie o metoda initiata de S.
Bochner de aproape 50 de ani pentru a studia obiecte geometrice (cim-
puri Killing, forme armonice, cAmpuri spinoriale armonice) date pe
varietati Riemann compacte cind se impun anumite conditii formei
de curburd Ricci sau operatorului de curburi. In esenti, este vorba
de aplicarea principiului maximului al lui E. Hopf pentru operatori
eliptici, pe varietati compacte.

Tehnica Bochner gi-a dovedit pertinenta incd din anul 1953, cand,
cu ajutorul ei, Kodaira a demonstrat celebra sa teorema de anulare.
Mai recent, s-au facut progrese pentru aplicarea acestei tehnici gi in
cazul necompact si pentru a studia aplicatii armonice intre varietati
Kakhler.

Utilizarea formalismului Clifford simplifici expunerea unor rezul-
tate de tip Bochner. Cititorul se poate convinge singur urmarind
demonstratia unor teoreme Bochner facute cu ajutorul operatorului
Laplace pe o varietate Riemann (cap. 1) respectiv cu ajutorul opera-
torului Dirac pe fibrarea Clifford asociatd varietatii Riemann conside-
rate (cap. 7). Formula Weitzenbock pentru operatorul Laplace este
inlocuita in cazul operatorului Dirac cu formula Bochner.

Exista o justificare filozoficd pentru utilizarea in geometria rieman-
niand a forinalismului Clifford. Amintim c fiecirui spatiu vectorial V
i se asociazd in mod natural algebra sa exterioard A*V, asociere ce apli-
catd fibrdrii tangente a unei varietdti diferentiabile conduce la fibratul
de Rham al formelor exterioare diferentiabile. In mod aseminitor,
unui spatiu vectorial V' dotat cu o forma patraticad @ i se asociaza alge-
bra Clifford C(Q) ce conduce direct la fibriri vectoriale metrice. Cand
se aplicd aceastd asociere fibrdrii tangente a unei varietati Riemann,
se obtine fibrarea algebrica Clifford. Ca fibrare vectoriala (dar nu si
ca fibrare algebricd) ea este izomorfa cu fibrarea formelor exterioare.
Totugi, multiplicarca Clifford este mult mai bogata decat multiplicarea
exterioard a formelor, deorece ea reflecti simetria interna ca si iden-
titatile de bazai ale structurii Riemann.
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CONTENTS

Utilizand operatorul Atiyah-Singer se dau rezultate de tip Bochner
si pe fibrari spinoriale (cap. 8).

Geometria spinoriala este strans legatd de geometria riemanniani.
Conceptul de bazi pentru definirea unei varietiti spinoriale este unul
de naturd topologica. Ea este o varietate cu un grup structural sim-
plu conex. Aceasta trebuie inteles in sensul ca pentru o varietate
diferentiabild reald de dimensiune n fibrarea tangenta are grupul struc-
tural Gl(n; R) si daci varietatea este orientabild acest grup structural
se reduce la componenta conexd a unititii, Gl(n; R)". Varietatea ar
fi spinoriald dacid acest grup structural Gl(n;R)* ar putea fi "lif-
tat” la grupul de acoperire universala Gl(;ZR) = Gl(n; R)Y . Ar fi
foarte bine, dar existd o "micd” problema ce constd in aceea ci grupul
Gl(n;R) nu admite reprezentdri finit dimensionale.

Se trece atunci de la grupul Gl(n;R) la subgrupul siu compact
maximal O(n), varietatea fiind consideratd riemanniani. Se cere de
asemenea ca ea si fie gi orientabild, ceeace face ca grupul structural al
fibrarii tangente sa se reducd la SO(n). Atunci, o structurd spinoriald
va corespunde unei "liftiri” a grupului structural la grupul universal
de acoperire Spin,, — SO(n), ce nu va exista decéat in anumite conditii
topologice impuse varietitii Riemann orientabile considerate.

Am introdus in capitolul 6 notiunea de fibrare Dirac, ce generali-
zeaza pe cele de fibrare Clifford si de fibrare spinoriala [18].

In capitolul final am prezentat unele elemente privind twistori si
spinori Killing ce sunt obiecte ale unei fibrari spinoriale, i au variate
aplicatii, printre altele, pentru a studia unele proprietiti gecometrice ale
varietatii Riemann de baza.

Capitolele 3 i 4 sunt de interes deosebit pentru cei ce vor sa-si
insugeascd rapid cunogtinte din domeniul algebrelor Clifford respectiv
din cel al fibrarilor principale §i al conexiunilor pe fibrari. Fard o buna
intelegere a materialului cuprins in aceste capitole nu poate fi vorba
de a patrunde adevaratul sens al operatorului Dirac pe o fibrare Dirac
(cap.6).

De un real folos ne-au fost unele cirti aparute recent, cum ar fi [4],
[8], si care, prin continutul lor, ne-au confirmat cd scopul propus de
cursul de fatd este de actualitate.

Autorul multumegte membrilor Seminarului Stiintific al Catedrei de
Geometrie Complexd, Topologie gi Algebra Computationala, condus de
Prof. Dr. Stere lanug, seminar care a urmarit unele aspecte legate de
studiul operatorului Dirac. In special, multumiri Conf. Dr. Liviu
Ornea i Lect. Dr. Victor Vuletescu cu care autorul a purtat multe
discutii legate de subiectul cargii.

Adriana Turtoi
Bucuresti, decembrie 2001
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Teoreme Bochner pe spatii
Riemann

Consideratii generale

Pentru inceput, prezentam o metoda de calcul utilizatd deseori §i, in
particular, in cazul tehnicii Bochner. In esentd, pentru a verifica o
identitate pe o varietate Riemann este suficient de a o verilica in liecare
punct p intr-un sistem de coordonate sau intr-un camp de repere care
sa ofere cea mai mare simplificare. Vom cauta un sistem de coordonate
sau un camp de repere relativ la care simbolii Christoftel I"j-k sd fie nuli
intr-un punct p. Vom demonstra cd, in anumite conditii, un astfel de
sistem de coordonate sau camp de repere exista.

Fie M cu metrica ¢ =<, > o varietate Riemann n - dimensionala
i {z!,..., 2"} un sistem de coordonate in jurul punctului p € M. Fie
X; = 0/01* 5i V conexiunea Levi-Civita a metricii riemanniene <, > .

Definitie. Un sistem de coordonate {z',...,2™} astfel incat:

< }(i; )(j > ([)) = (51']', (VX;‘\’j)(I)) =0 (11)
se numeste sistemn de coordonate normale in punctul p.
Utilizand notatia < X;, X; >= g;;, conditiile (1.1) se scriu:
9ii(p) = 445, dgi;(p) =0 (1.2)
In adevir, deoarece V este conexiune metricd, fiind conexiunea

o
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann

Levi-Civita a metricii g, avem pentru orice cimpuri vectoriale X,Y, Z
ale varietatii M identitatea

<VxY,Z>+<Y,VxZ>=X<Y,Z2>.
In particular, rezulti

< inXj,Xk >+ < Xj,inXk >=X; < X]',Xk >
(V)i,j,k € {1, ...,n},i,j,k € {1,...,n},

deci, notand Vi, X; = T}, Xy, (V) 4,5 € {1,...,n}, avem

< T, X > + < X, T X >= X; < X, Xy, >,
(V)z,J,ke{l,..., }

Ca urmare:

%,(V)i,j,k € {1,..,n}. (1.3)

Cum V este §i simetricd, avem VxY — Vy X = [X, Y], ceea ce implica
pentru orice indici ¢, j € {1,...,n}:

I_‘.z";jgsk +Tgsi =

Vx,X; -V, Xi = [Xy, X;],(¥)i,j € {1,...,n}
§i, ca urmare (Ij; — T3, )Xs = 0, de unde
Iy =15, (¥)ij,s € {1,..,n}. (1.4)

Din (1.3) st (1.4) se deduce formula:

i 1 w ng ag._,. lolim o }
( J 3,:1' - a;‘f)v(v)l,],k’ € {1,..,n} (1.5)

Jk_z

unde (g”);; este inversa matricei (gi;);;-

Sa demonstram acum echivalenta conditiilor (1.1) si (1.2).

Ardtam mai intai ca (1.1) implicd (1.2). In adevar

< Xi, X; > (p) = 65 <= gii(p) = 43

A doua relatie (1.1) se scrie (I'}; X,)(p) = 0, deci I'};(p) = 0, deoarece
{X1(p), ..., Xn(p)} este reper in spatiul tangent in punctul p la vari-
etatea diferentiabila M, notat ca deobicei T,M. Atunci, (1.3) implicd
oricare ar fi indicii ¢, j, k € {1,...,n} egalitatea %&%(p) =0, de unde a
doua relatie (1.2).

Reciproc, (1.2) implicd (1.1), avand in vedere (1.5).

Se gtie cd existd pe orice varietate riemanniani un sistem de coor-
donate normal intr-un punct arbitrar fixat. [17]
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann 7

Conventie. In cele ce urmeazi, prin cimp de repere pe o varietate
Riemann, vom intelege intotdeauna un cimp de repere ortonormat.

Definitie. Un camp de repere {V}, ...,V } definit intr-o vecinatate
a punctului p € M, se numeste camp normal de repere in punctul
p € M daci si numai daca oricare ar fi indicii 7,5 € {1,...,n} are loc

egalitatea:
(Vv.Vj)(p) =0 (1.6)
In cele ce urmeazd, demonstram existenta campurilor normale de
repere.

Propozitia 1. Fie {v),...,v,} un reper ortonormat din spafiul
tangent T,M,p € M. FEzistd atunci {V1,...,V,} un cdmp normal de
repere in punctul p € M, incdt Vi(p) = v;, oricare ar fi indicele 1 €
{1,..,n}.

Demonstragie. Existd un caAmp de repere ortonormat {W,, ..., W, },
definit intr-o vecindtate a punctului p € M fixat, incat Wi(p) = v;,¢ €
{1,...,n}. Dac4 ar exista gi un cAmp normal de repere in punctul p € M,
cum acesta este de asemenea ortonormat, conform definitiei, rezultd ca
ar exista gi functiile af, 4,5 € {1,...,n}, definite in jurul punctului
p, incat matricea a = (a]) si fie matricea de trecere intre reperele
ortonormate {7, .., W, } st {V|,...,V,}. Ca urmare, matricea a ar fi

1
ortogonald gi oricare ar fi 4,5, € {1,...,n} ar rezulta:

Vi = aiW,,dlal = ala} = 6 (1.7)

unde s € {1,...,n} este indice de sumare. In plus, din V;(p) = W;(p) =
v;, utilizand (1.7), deducem adica de unde:

al(p) =9, (V)i,s € {1,..,n}. (1.8)
Pentru a demonstra concluzia lemei, este suficient sd ardtdm cd
existd matricea cu elemente functii, a = (a});;, incat sa fie satisficute
conditiile (1.7), (1.8).
Conditia (1.6) ne da, tinand cont de (1.7), Vaw,(a;Ws)(p) = 0.
Echivalent, utilizand proprietagile conexiunii liniare V, obtinem:
a;(p)aj () (Vw,W:)(p) + ai (p)(Ws(a) W) (p) = 0.

Cum insi al(p) = &7, (V) i, € {1,...,n}, deducem egalitatea
(Vi W5)(p) + (Wilej) W) (p) = 0,(¥)i, 5 € {1,...,n}.
Notam acum:

Vi, W = TLW,, (W), 5 € {1,...,n} (1.9)

Rezultd atunci, ecuatia:
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann

T3(p) + Wila)(p) = 0, (V) 5 € {1, ...,n} (1.10)

Reperul {W1,..,W,} fiind ortonormat, avem < W;,W; >= §;;, (V)
i,j € {1,...,n}. Conexiunea V fiind metrici rezultd

< Vw,W;, Wi, > + < W;, VWi >= Wb, V)i, 5,k € {1, ..., n}.
Echivalent, cu notatia (1.9), avem
Tf + T =0,(V)i, 5,k € {1,..,n}.

Deci, oricare ar fi indicele ¢ € {1,..,n}, matricea constanti B; =
(T5(P))jx va fi stramb simetrica.

Se stie cd algebra Lie o(n) a grupului ortogonal O(n) este algebra
matricelor antisimetrice de ordin n [27]. Din cele de mai sus, rezulti
cd oricare ar fi indicele i € {1,...,n}, matricea B; este din o(n).

Alegem acum un sistem de coordonate {z!,...,z"} in jurul punc-
tului p considerat astfel incat z*(p) = 0 si W;(p) = a—'z-,(p), oricare ar
i i € {1,..,n}. Rezultd cd matricea A = exp(—B,z®) este ortogo-
nald. Aceasti matrice poate fi considerati ca matrice (al);; ce verifici
conditiile (1.7), (1.8). Avem de asemenea Z—:-fl(p) = —(By); = -T};(p)
gl atunci ecuatia (1.10) este satisfacuta.O

Observatii.

1) Daca {V,, ..., V,,} este camp normal de repere in punctul p € M,
avem

Vi, Vil(p) = 0,(V)i,5 € {1,...,n}. (1.11)

In adevir, V fiind simetricd, avem [V;, V] = Vy,V; =V V5. In plus,
cum (Vy, Vj)(p) = 0, rezulta (1.11).

2) Fie {w!',...,w™} cimpul dual de corepere al campului normal de
repere in punctul p € M, notat {Vi,...,V,}. Deci, oricare ar fi i €
{1,...,n}, W' este o forma Pfaff locald, definiti pe aceeasi vecinitate a
punctului p ca si Vi, ..., V;, si, in plus, oricare ar fi indicii ¢, j € {1,...,n},
are loc relatia w*(V;) = 6}

Este imediata egalitatea:

(Vy.w)(p) =0. (1.12)

In adevar, avem formula:

Vi (W @Vi) =V ® Vi +w @ V.V, (1.13)
Atunci, tinand cont de (1.6) si de faptul ci w? ® Vi = w?(V}) = 67 iar
Viw @ Vi, = (Vyw)(Vi), rezultd cd [(Vy,w?)(Vi)](p) = 0, de unde
(1.12).
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann 9

3) Notand, VyV; = TEV, (V)i,5 € {1,...,n}, rezultd, utilizand
(1.13) Vy.w? ® Vi = —T7, de unde se deduce imediat relatia:

Vyw' = - wk. (1.14)

4) Formula (1.14) ne aratd ci egalitatea (Vy,w?)(Vi) = w? (Vv Vi)
este FALSA!

Fie acum M varietate Riemann de dimensiune n, orientabild, cu o
orientare datd. Notdm, in cele ce urmeazi, cu AP(M) sau A? spatiul
p—formelor pe M, iar cu F(M) spatiul functiilor diferentiabile reale
definite pe M. Pe spatiile de forme sunt definiti operatori importanti
pentru cele ce urmeazd [10]. Acestia sunt: operatorul de diferentiere
exterioard d : AP— APY!, operatorul Hodge x: AP — A™P si operatorul
de codiferentiere 6 : AP — AP~! astfel incat are loc formula:

§=(-1)""*lxdx. (1.15)

Amintim ci operatorul § este R-liniar dar nu F(A)— liniar, in timp
ce operatorul Hodge x este F(M)— liniar. Dacd {w',...,w"} este un
camp de corepere de aceeasi orientare cu orientarea fixala initial pe M,
atunci

* (WA L AWP) = WP A LAWY, (1.16)

oricare ar fi p € {1,...,n}. Este de remarcat ci varietatea diferentiabild
M a fost presupusa orientabild si orientata tocmai pentru a putea defini
operatorul Hodge x.

Un alt operator ce va fi utilizat este produsul interior. El se defineste
astfel: fie n o p—forma definitd pe un deschis U al lui M si X camp
de vectori definit pe U. Produsul interior ¢(X) : A? — AP~! este dat
oricare ar fi € A? de formula:

(XY Yoot) = (X, Yy, o, Vs (1.17)

oricare ar fi cAmpurile de vectori Y3, .., Y,_; definite pe U.

Urmarim si dam expresia locald pentru operatorii d si 6. Demon-
stram:

Propozitia 2. Se considerd {WV1,...,V,} un camp local de repere
ortonormat gt {w',...,w™} cdmpul corespunzdtor de corepere dual. Au
loc formulele:

n

n
d=Y W' AVy, 8 == i(V;)Vy,. (1.18)
i=1 j=1

Demonstrafie. Pentru demonstrarea egalitatilor din formula (1.18),
vom proceda urmdrind doud etape gi anume: a) Aratam ca mem-
brul drept al egalitdtii nu depinde de alegerea campului de repere
{V1,..., V. }; b) Alegem un punct arbitrar = din deschisul pe care este
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann

definit campul de repere dat. Demonstram ci egalitatea este valabila
daca se inlocuiegte campul de repere {V},...,V,}, cu un cdmp normal
de repere in x sau cu campul de repere canonic corespunzitor unui
sistem de coordonate normal in z.

Din cele de mai sus gi din Propozitia 1, rezulta egalitatea din enunt.
Acest mod de abordare va fi deseori utilizat gi pentru demonstrarea
altor egalitati.

Demonstrim acum prima formula (1.18). Notdm dp = ¥, w*'AVy,
gi demonstram ci d = d,.

Fie {Y}, ..., Ya} respectiv {¢', ..., »"} un camp ortonormat de repere
gi coreperul siu dual definite pe acelasi deschis ca gi {V},...,V;}. Avem
formulele de schimbare de reper (coreper) :

Y, =dV,, ¢ = biuw’ (1.19)

1

unde matricele de functii a = (af), b= (b{) sunt una inversa celeilalte
si ortogonale. Atunci:

n

Z(pi A Vyi = Z[blrwr N afV‘;\,] = bea;(w' JAN V\'_\,) = Zwr A VV,_.

1=1 =1 =1 r=1

Fie z un punct fixat din domeniul de definitie si {z!,. "} sistem
de coordonate normal in punctul z. Alegem V; = 6/01 =1,..,n.
Ca urmare avem w' = dz',i = 1,...,n. Cumn d si dy sunt operatori

R —liniari, este suficient si se pr()beze egalitatea lor aplicandu-i unei
p—forme ¢ = fw! A .. AwP, f € F(M). Cumm {z',...,2"} este sistem
de coordonate normal in punctul z, avem (Vv‘uﬂ)(.,) = 0, oricare ar [i

i,j€{1,..,n}
Avem succesiv urmatoarele egalitati:

dyyp = Z"lwi/\VV('»/))=
=S WAV A AW H TR WA fV (W A LA WP),

De unde, in punctul r deducem, avand in vedere cd V actioneaza ca
o derivare pe produsul exterior:

dotp =Y Vi(flw' Aw' A AW

Pe de alti parte, cum V; = 9/0z%,w' = dz*,i = 1,...,n, rezultd ci:

dy =35 1a,w Awl AL /\UJP_'_fd(w A AwP). =
= Z‘ﬂ(f)w Awl A A WP
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann 11

Deci, in punctul T, am demonstrat cd d = dy. Aceasta egalitate poate
fi demonstrata in fiecare punct z din deschisul considerat initial, deci
prima egalitate (1.18) este demonstrata.

Demonstram acum cea de a doua egaliate (1.18) .

Fie {Y],...,Y,,} un cAmp ortonormat de repere arbitrar. Avem for-
mulele de schimbare de reper Y; = alV; cu matricea a = (a),; ortogo-
nald. Deci:

] 1'.( )VY = ]rs—lz(a V)va Vr = Z_?,r,s:l ajagz(Vs)VVr =
n o 67(V) Wy, = 20 i(V,) Vi,

De aci rezultd invarianta expresiei 8, = — Y, i(V;)Vy, la schim-
barea cimpului de repere ortonormat {Vi,...,V, }.

Alegem atunci un camp de repere normal intr-un punct z fixat,
orientat ca si varietatea Riemann orientabild consideratd M. Fie acesta
{V, ..., Va} si {w', ...,w"} campul de corepere dual corespunzitor. Este
suficient de probat cd 0y = &y alegand ¥ = fw' A ... AwP, f € F(M).

Tinand cont de (1.17), deducem ca:

ot = = Ein (ViNi(Vi)(w' A AwP) =

=Y (- 1)(Viflw' A LA WA WP, (1.20)

unde semnul w7 arati ci 1-forma w’ este omisd din produsul exterior
respectiv.

Pe de alta parte, din definitie, avem (1.16), sau, mai general, oricare
ar fi indicele ¢ < p,

(W AWPTTA LAWY =ew AL AWEA LA WP,
unde € € {1, -1}, valoarea sa fiind stabilitd incat, notind ¥ = w' A
WP A LA WP, avem:
YA =w AL AW

In acest caz, deducem e = (—1)P+Dmr-p)+i-1,

Oricare ar fi indicii ¢, j, k € {1,...,n}, avem:

dw'(V5, V3) ——[v (Vi) = Vi(w'(V))) — w'([V}, Vi)

ceea ce conduce, in punctul z, la dw* = 0, utilizand (1.11).
Deci, avand in vedere relatia (1.15),

S = (=1)"P*" o d(fuPH A L AW

care ne da, in punctul z, egalitatea:
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Teoreme Bochner pe spatii Riemann

5 = (~1)"*F "« SVt AwPHI A L A"
=1

sau, mai departe, tot in punctul x,
oY = Z Y (Viflw' A AWA AW (1.21)

Comparand formulele (1.20), (1.21) deducem a doua egalitate (1.18),
in punctul . Tindnd acum cont de Propozitia 1, deducem egalitatea
respectiva.

Fie M varietate Riemann, orientabila gi orientatd. Operatorul

A =db+6d (1.22)

se numegte operatorul Laplace sau laplacianul lui M.

Exercitii.

1. In spatiul euclidian R?, cu orientarea data de reperul canonic, se
considera formele Pfaff p = dz!' — z'dz? si ¢ = 2°dx! — dz?. Calculati
Alp A ).

2. Fie M varietate Riemann gi {V,...,V}}, respectiv {w', ..., w"}
un camp de repere normal in p € M si coreperul sau dual. Calculati
d(w' A w?)(p) unde z, j sunt doi indici distincti fixati, ¢, 5 € {1,...,n}.

3. Fie {V, ..., V,,} respectiv {w',...,w™} un camp de repere normal
in punctul x si cAmpul dual de corepere corespunzitor. Ardtati cd, in
punctul x, avem egalitatea:

(V) Vy, = Vyi(V5) (1.23)

Indicafie. Din R - liniaritatea operatorilor V gi ¢(V}) rezultd ca este

suficient sa demonstram ca (1.23) are loc, n punctul x, cand aplicam

fiecare din operatorii i(V})V respectiv Vi,2(V;) unei p—forme fw' A
ANwP, fe F(M).

Formule Weitzenbock

In cele ce urmeazi vom considera o varietate Riemann, orientabild,
cu o orientare datd M. Vomn desemna prin X (M) algebra campurilor
vectoriale pe M. Pastram notagiile anterioare gi demonstram acum o
formula care da expresia locald a operatorului Laplace A.

Teorema 3 (Prima formuld Weitzenbock) Fie {Vi, ..., V,} respectiv
{w!,...,w™} un cdmp ortogonal de repere i coreperul siu dual. Are loc
Jormula:
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A== Vi, - Y wAi(Vj)Ryy, (1.24)
i=1

7-1]:1

unde am notat, oricare ar fi XY € X (M) :

Viy = VxVy = Voyr, Rxy = VxVy = VyVx — Vix )

respectiv operatorul de diferentiere covariantd de ordin 2 si operatorul
de curburd corespunzator: coneriunit Levi-Civita V a varietdfii Rie-
mann M.

Demonstrafie. Ardtidm mai intdi cd membrul drept al egalititii
(1.24) nu depinde de cimpul de repere ortonormat {V,,...,V;}. Fie
{Yi,.., Yz} un alt camp de repere ortonormat definit pe acelasi deschis
U casi {Vi,...,Vu}. Notdm cu {¢!,..., "} campul de corepere dual
corespunzitor. Avem atunci formulele de schimbare de reper (1.19),
unde matricele de functii a = (a!),b = (b!) sunt una inversa celeilalte
si ortogonale. Tinand cont de proprietatile lui V, de faptul cd matricea
a este ortogonald si cd Ry,y, = ala}Ry,v,, (V)i,j € {1,...,n}, deducem
invarianta membrului drept al relatiei (1.24) la schimbarea campului
de repere.

Alegem acum un camp de repere normal in punctul fixat z, notat
{V,...,Va}. Rezultd ci, in punctul fizat x, avem Vi, = V;Vy, iar
Ry,y, = Vy,Vy, — Vy,Vy, tinind cont si de relatia (1.11). Atunci, in
punctul z, rezultd urmatoarea expresie a membrului drept din relatia
(1.24):

n n
- Z VV,-VV,- + z w'A Z(V])(—VVKV\/] + V\/ij/‘).
i=1 1,j=1
In acelasi timp, utilizind formulele (1.18) vom calcula expresia locala
a operatorului Laplace A.
Avem mai intai urmditoarea egalitate:

ds=— Y W AV (E(V;)Vy).

i,J=1

In plus,

6d = =30, i(Vy)[Vy, (W AVy)] =
Aceste expresii locale ale compunerilor de operatori dé respectiv 4d,
evaluate in punctul x, ne dau:
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A=dé+dd=-Y W' AVy(E(V))Vy,) = 3 i(V;)w' A Vy, Vi),
i,j=1 ij=1

deoarece avem si (1.12). Remarcam ca i(Vj) este antiderivare gi, in
acelagi timp, i(V;)w' = 6}.
Tinand cont si de (1.23), rezultd in punctul z :

A==Y W AI(V)VyVy, =3 Vu Vi + 3w Ai(V;)Vy, Yy

Deci, rezultd ca, in punctul z, egalitatea (1.24) este adevirata.
Deoarece expresia din membrul drept al egalitatii (1.24) este in-
variantd la schimbarea campului de repere si, in acelasi timp, conform
Propozitiei 1, putem alege in fiecare punct x din deschisul considerat un
camp normal de repere, deducem ca egalitatea (1.24) este adevirata.O
Corolar 4. Ezpresia locald a laplacianului A pe funcfii g1 pe n— for-
me (n = dim M) este urmdtoarea:

=1

Demonstrafie. Deoarece operatorul Ry, este o derivare pe forme,
deducem imediat Rv,-vj(l) =0. In plus, deoarece operatorul Ry,y, este
F(M)-liniar, rezultd si Ry, (f) = 0, oricare ar fi f € F(M). Astlel,
utilizand (1.24), rezulta ca (1.25) este adevarata pentru functii.

Daca p este o n— forma, atunci oricare ar fi indicii distinc{t ¢, €
{1,...,n} rezultd cd Ry, este de asemenea o n— formad deoarece
derivarea covariantd pistrcaza gradul unei forme. Ca urmare, existd
fi € F(M) cu proprietatea ¢ Ry, = fijw' A.. Aw". Avem atunci :

Yhim W AUV Ry o = gy ' A (V5 Ry =
Tigj S Ai(V)w A LAWY = T Sy Aw A AW A L AW,

unde semnul w’ indici lipsa formei w’ din produsul exterior respectiv.
Atunci:

Z wl A L(V})Rv‘yjtp = 0,
ij=1
deoarece indicii i, j fiind distincti, rezultd ca i € {1,..,n}\{j} si W' A
w' = 0. Deci formula 1.25 este valabild gi pe n— forme. O
Amintim cd spatiul p—formelor definite pe varietatea Riemann M
este un fibrat vectorial euclidian, cu produsul scalar <, > ce se defineg-
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te local, utilizind campul local ortonormat de repere {Vi,...,V,}, re-
spectiv campul de corepere dual {w!,...,w"}, in modul urmator. Daci
P, € AP(M), P = Z‘il(...<ip Piy Wt A AW = 50 <.<ip Vi ip!
A... Aw', unde @;, i, V5 ., € F(M), atunci:

<Y >= Y Pi iV (1.26)
i1 <o <ip

Exercitii.

1) Cu notatiile anterioare, ardtati ci expresia (1.26) nu depinde
de campul local de repere (corepere) considerat. Indicafie. Deoarece
se aleg campuri de repere (corepere) ortogonale, rezultd cid matricea
de schimbare de reper este ortogonala. Se mai tine cont de faptul ca
produsul exterior al unei forme cu ea insisi este nul.

2) Cu notatiile de mai sus, formula (1.26) este echivalenta cu for-
mula:

< 8 W >= Z Lpil...i,,,'(j)jl...j,, th(< wir7sz >)r,s=1,...,p (127)
11 <...<3p
J1<.<Jp

unde, prin delinitie, avemn

<whw >=46Y (V)i,j€ {1,..,n} (1.28)

Dacid ¢ € AP(M), vom nota cu | ¢ |?>=< ¢, ¢ > patratul normei
sale. Are loc:

Propozitia 5. Utiizand notafiile anterioare, este adevaratd egali-
latea:

n n
— Al P=2) | Vup P +2<9,) Vie > (1.29)

i=1 i=1
Demonstratie. Se verifica, prin calcul direct, ca membrul drept al
relatiei (1.29) nu depinde de cimpul de repere considerat. Lasam acest
calcul ca exercitiu. Fie atunci, {V},...,V,} un cimp normal de repere
in punctul z fixat. Atunci, in punctul z, avem:

2T | Ve P42 <o T, Ve >=
2X L | Vv P42 <o, 2L VviVip >

Pe de altd parte, calculim expresia pentru —A | ¢ |%, tinand cont de
formula (1.25). Obtinem, local, formula:

—Ale =X Vivlel (1.30)
1=1

Deoarece campul de repere este normal in z, in punctul x avem egali-
tatea:
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Al P=)_VyVy e[ (1.31)

=1

Fie ¢ = 2i1<...<i,, iy aWt AL AW, deci | ¢ |2: Zi1<...<i,(‘»0i1-..'ip)2-
Ca urmare,

A% |2: 2 Z ‘Pi;...i,,vi((Pil...ip)

11 <. <1y

iar, in punctul z, avem din (1.12),

Vve= > Vilpi.i)w' A Aw™.
i1<...<’l:p
Ca urmare, in punctul z, este adevirati egalitatea: Vy. | ¢ |?°= 2 <
©, Vv, > . Deci (1.31) se scrie —A | ¢ 2= 22, Vy < o, Vyp >,
de unde:

n n
-A I 4 |2: 22 < VV.'QD’ vVi(p > +2Z <, VV,-VV,'(»O >,

i=1 =1

deci, in punctul z, avem egalitatea (1.29). In concluzie, egalitatea
(1.29) este valabila in orice punct = din deschisul considerat (vezi si
explicatiile din finalul demonstratiei teoremei 3).0

Definitie. Fie ¢ € AP(M). Voin spune cd p este formd armonica
daca  este solutie a ecuafiei Laplace:

Ap =0

Teorema 6. (A doua formuld Weitzenbock) Cu notatiile ante-
rioare, dacd @ este o formd armonicd, atunci:

—AlpP=23 | Ve P -2<p, ) w AV Ryye > (1.32)

i=1 ij=1

Demonstatie. Utilizand prima formuld Wetzenbock (1.24), dedu-
cem din faptul ca ¢ este forma armonica:

n n
> Vi == 2w AiVj)Ruy,
=1 7,7=1
st atunci formula (1.29) se scrie sub forma (1.32).0
Pentru obtinerea unor rezultate de tip Bochner, este util de introdus

forma patratica in o, notatd F(p) si definitd prin formula:
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n
F(p) =<, Y w' Ai(V;)Ryv,0 > . (1.33)
i,j=1

[inportanta formei patratice F' va rezulta ulterior. Daca, in anumite
conditii, F(p) < 0 si ¢ este o formd armonici, atunci a doua formula
Weitzenbdck (1.32) implici —A | ¢ |2> 0, concluzie cu consecinte

foarte interesante ce vor fi examinate mai jos.
Informatii interesante despre F(yp) se obtn considerand tensorul

Ricci, notat Ric, a carui exprimare locala este:

Ric(X,Y) ==Y < RxyY,Vi >, (V)X,Y € X(M), (1.34)

i=1

unde {V},...,V,,} este un cimp ortonormat de repere pe un deschis al
varietatii riemanniene M.

Amintim ca, in cazul in care X este un camp unitar de vectori,
atunci Ric(X, X) desemneazi curbura Ricci in directia cimpului vec-
torial X.

Este util sd mai amintim ca oricdrei forme Pfaft p 1i corespunde un
camp vectorial dual, notat de obicei p¥. Acest camp se obtine astfel:
daca forma Pfaff ¢ se exprima local sub forma

Y= Z Py’ (1.35)
=1
atunci
o* = oV, (1.36)
=1

unde {Vi,..,V,,} respectiv {w', ...,w™} reprezinti un camp de repere
respectiv campul sdu dual de corepere. Are loc:

Propozitia 7. Dacd o¥ este campul vectorial dual al formei Pfaff
©p, alunct

F(p) = —Ric(p#, ). (1.37)

Demonstrafie. Fie {Vi,...,V,}, respectiv {w!,..,w™} un camp de
repere, respectiv campul sau dual de corepere si ¢ forma Pfaff (1.35).
Notand
se deduce, prin calcul direct din proprietitile conexiunii V si din (1.14)
ca:
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Rvivj(.ulC = —Rk w" (139)

s1j

Calculdm acum, avand in vedere exprimarea locald (1.35) a formei ¢ :

i(Vi) Ry = wii(V;) Ry, =
= —peRi(V)w® = —63pc Ry = —Rf 01

s1j st] T i

Rezulta:

n n
F(p)=-< Zgosws, Z w' A Rfijcpk > .
s=1 ij k=1
k

Deoarece Ry este functie, deducem:

F(p) = - ;l,j,k,s=1 R;-‘i]-(pk(ps <w',w >=— ZZj,k:l Rfij‘Pi‘Pk =
= = Xijk=1 Pi0k < Ry Vi, Vi >= 30 o ik < Ry, Vi, Vi >=
= 23_1:1 < Rv#yjcp#,Vj >= — Ric(p¥#, p¥#).

Rezultate de tip Bochner

Rezultatele din acest paragraf depind de aplicarea principiului mazimu-
lui al lui Hopf [32]. Fie P un operator eliptic, fird termeni constanti,
definit pe o mulgime deschisa U C R" prin:

n 0?2 L |
P = Z a’ —— +Z(ll,—f
et drdr) o Or?
unde a¥,a’ sunt funcgii de clasi C=(V) i,j € {1,..,n} gi matricea
(a”(x));; este pozitiv delinitd oricare ar fi punctul z € U.

Conditia ca P si nu contind termeni constanti este evident inde-
pendentd de alegerea sistemului de coordonate. Aceastd conditie este
echivalentd cu proprietatea Pf = 0, oricare ar fi [unctia constantd f.

Principiul mazimulur al lur Hopf afirma cd, fiind dat operatorul
eliptic P, definit pe deschisul U din R", conditia Pf > 0 implica pro-
prietatea functiei f de clasi C*™ de a fi constantd sau de a nu avea
puncte de maxim in interiorul deschisului U.

Principiul maximului al lui Hopf se poate aplica, in particular,
opusului ca semn al operatorului Laplace, —A, cand actioneazd pe
functii cu valori reale, definite pe o varietate Riemann orientabild. Evi-
dent —A este un operator eliptic, cum se vede din exprimarea sa locala,
pe functii, data in corolarul 4.

O functie f cu proprietatea —Af > 0 se numeste subarmonica.
Principiul maximului al lui Hopl ne permite si tragem urmadatoarea
concluzie ce va fi utilizata deseori:
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Concluzie O functie subarmonicd neconstantd, definitd pe un de-
schis al unet varietafi Riemann, nu are puncte interioare de mazim.
Dacd varietatea este compacta, orice funcfie subarmonicd definitd pe
varietate este constantd (varianta ca ea sd nu aibd puncte interioare de
mazim fiind exclusd deoarece varietatea este compactd).

Vom utiliza pe viitor urmatoarea terminologie. Vom spune ci o
functie cu valori reale, definitd pe o varietate (respectiv un camp ten-
sorial dublu covariant, simetric) este quasi-pozitivd (este gquasi-pozitiv)
daci gi numai dacid valoarea sa in orice punct din domeniul de definitie
este > 0 (respectiv valoarea sa in orice punct din domeniul de definitie
este o forma biliniara, simetrica, semi-definitd), dar existd un punct in
care valoarea sa este > 0 (respectiv existd un punct in care valoarea sa
este o formd biliniard, simetricd, pozitiv definitd). Vom extinde aceasta
definitie gi in alte cazuri. Vom spune, de exemplu, ca o varietate Rie-
mann are curbura sectionald quasi-pozitiva daca i numai daca curbura
sectionald este > 0 in orice punct, dar existd un punct in care ea este
strict pozitiva.

Are loc:

Teorema 8. Fie M o varietate Riemnann, orientabila, compactd,
cu curbura Ricct nenegativd. Atunci orice formd Pfaff armonicd pe
M este paraleld. Daca curbura Ricci este quasi-pozitivd, atunci orice
formd Pfaff armonicd pe M este nuld.

Demonstratie. Fie ¢ o formd Pfaff armonica ce se exprima local
prin formula (1.35), utilizind notatiile anterioare. Din formulele (1.32),
(1.37) deducem:

n
~Alp’=2> | Ve ? +2Ric(p®, p¥). (1.40)
i=1

Din ipoteza, rezultd Ric(p#, p#) > 0, de unde —A | ¢ |*> 0, deci
| © |? este o functie subarmonicd. Utilizand faptul ¢ M este varietate
compactd, principiul maximului al lui Hopf arati ci functia | o |? este
constantd, deci A | ¢ |*= 0. Dar fiecare sumant din membrul drept
al relatiei (1.40) este nenegativ. Atunci: | Vy,¢ |?= 0, oricare ar fi
i € {1,...,n} i Ric(p#,p#) = 0. Urmeazd Vy,o = 0, oricare ar fi
i € {1,...,n}, deci p este formd paralela.

Presupunind ca existd un punct x in care forma patraticd Ric este
pozitiv definiti, deducem ci Ric(¢# (z), ¥ (z)) = 0 implicd p¥(z) = 0,
sau, echivalent p(x) = 0. Cum o este forma Pfaff paraleld, rezultd
p=0.0

Rezultd imediat prin calcul, ca orice forma paraleld este armonica.
Concluzia teoremei 8 ne aratd cd pe o varietate Riemann, orientabild,
compactd M, cu curbura Ricci nenegativd, spatiul formelor armonice
coincide cu spatiul formelor paralele. Spatiul formelor armonice se
identifica, conform teoremei Hodge, cu primul grup de coomologie de
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Rham, H'(M,R), a cdrui dimensiune este primul numéar Betti b, (M).
Deci, pe o varietate orientabild, compacta, cu curbura Ricci nenega-
tivd, primul numar Betti b, (M) coincide cu dimensiunea distributiei
maximale de cAmpuri paralele pe M. De aci, in ipotezele teoremei 8,
b (M) < dim M, egalitatea fiind atinsi pe toruri plate.

Exista preocupiri pentru generalizarea teoremei 8. Gromov a pus
problema de a studia stabilitatea conditiei " Ric(M) > 0 = by (M) <
dim M ” la perturbatii ale metricei. Mai precis, dacd M este vari-
etate compactd, existd o constantd € > 0, suficient de mica, cu propri-
etatea Ric(M) > —e si implice b;(M) < dim M ? Oricum, ne putem
asigura ca fiind data varietatea Riemann M, cu metrica sa G, existd
o perturbatie a metricei G, anume g = AG, A > 0, cu proprietatea ca
Ric(g) > —e¢, unde € este o constanta pozitiva data. [12]

Teorema 8 va fi demonstratd si in capitolul 7, utilizindu-se identi-
tatea lui Bochner pentru operatorul Dirac.

Pentru a da un nou rezultat ce ilustreaza tehnica Bochner pe o
varietate Riemann orientabila M, si amintim ca un camp de vectori X
se numegte camp Killing dacd si numai dacd Lxg = 0, unde g =<, >
este metrica iar L este derivata Lie.

Amintim ci derivata Lie L are urmatoarele proprietati:

a) Lxf = X[, oricare ar i X € X(M) si f € F(M),

b) LxY = [X,Y], oricare ar fi X, Y € X(M);

¢) Lx se comportd ca o derivare pe produse tensoriale;

d) Lx comuta cu contractia.

Vom deduce unele identitati utlile pentru teorema ce urmeaza. Ori-
care ar fi XY, Z € X(M) avem:

Lx(g®Y®Z)=Lxg®Y@Z+¢®[X,Y]|®Z+¢®Y ® X, Z].

Daca presupunem ca X este camp Killing, deducem:

Xg(Y, Z) = g([X, Y], Z) + g(Y, [X, Z)). (1.41)

In continuare, deoarece conexiunea Levi-Civita V are torsiunea nuld,

oricare ar i Y, Z € X(M), avem:
Y,Z]=VyZ -VzY (1.42)
gi (1.41) se scrie:

Xg(V, Z) = g(VxV, Z) - g(Vv X, Z) + g(Y,VxZ) - g(V, V2 X).

Cum 1nsd conexiunea V este metricd, deci:

’\’g(Y7 Z) = .(}(VX),7 Z) + (](Y, VXZ)
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deducem, oricare ar fi cAimpul Killing X si oricare ar fi Y, Z € X (M),
egalitatea:

9(VyX,Z) +¢(Y,VzX) =0 (1.43)

Teorema 9. Pe o varietate Riemann, orientabild, compactd, cu cur-
bura Ricci nepozitiva, orice camp Killing este paralel. Dacd, in plus,
curbura Ricci este quasi-negativd, atunct orice camp Killing este nul.

Demonstrafie. Fie X un camp Killing. Péastrand notatiile ante-
rioare, si considerim {V}, ..., V,;} un cimp ortonormal de repere pe un
deschis U C M. Vom arita ci pe U are loc egalitatea:

<Y Vi X, X >= ~Ric(X, X). (1.44)
1=1

Léasdm ca exercitiu demonstrarea faptului ca ambii membri ai egalitatii
(1.44) sunt invarianti la schimbarea cimpului de repere {V},...,V,}.
Utilizand aceastd proprietate, putem si alegem un camp de repere
{V},..,V,,} care si fie normal intr-un punct z arbitrar fixat din de-
schisul U.

Atunci, in punctul x, avem egalitatea:

< Vi X, X >=< VY, Vy X, X >

care ne da, tot in punctul x, utilizand (1.42):

< VL X, X >=< Vy,VxVi, X > 4+ <V [V, X[, X >

Conexiunea fiind metrica rezultd, in continuare, tot in punctul x :

<VEuX, X >=< Vy, ViV, X > +V, < [V, X], X > —
— <[V, X], VX > .

Se folosesc succesiv proprietétile (1.41), (1.43) si faptul cd V este o co-
nexiune metricid. Rezultd, in punctul x, egalitatile succesive:

< VI X, X >=< Vy ViV, X > - <[V, X],Vy X > -

VX <V, X >=<Vy VxV,, X >+ <V, X, Vi > —

—ViX < Vi, X >=<Vy VxV,, X > +[V;, X] < X, Vi > —
- < X)V[V.-,X]‘/i > -VX < VI,X > .

In continuare, din (1.42), in punctul x, este adevarata egalitatea:

< Vi X, X >=< Vy ViV, X > -
=XV <X, Vi > - <X,V Vi >
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Deci, deoarece din (1.43) avem <V, X, V; >= 0 si conexiunea este me-
trica, in punctul x, rezulta:

<YL VELX, X >=
(K VpVXVLX > X <X, Vy Vi > - <X,V Vi >) =
= Z?=1(< VV'.V)(‘/,',X > —< X,VXVV,-‘/i > - X, V[V,—,X]Vi >=
=Yy, < Rvixvi,x >=3", < val.X,Vi >= —RiC(X,X).

Deci, egalitatea (1.44) este adeviratid in punctul z, arbitrar fixat, de
unde deducem valabilitatea sa in orice punct al deschisului U.
Din Propozitia 5, formulele (1.29) si (1.44), deducem imediat:

n
—A|X ’=2% | V. X |? —2Ric(X, X), (1.45)
i=1
unde, prin abuz de notatie, am desemnat tot prin X forma Pfaff avand
exprimarea locald Y ; X'w', dacd X = ¥, X*V,.
Din ipotezid, Ric(X, X) < 0si atunci din (1.45) rezultd —A | X |2>
0, adicd functia | X |este subarmonica. Principiul maximului al lui
Hopf i compacitatea varietatii Riemann M conduc la | X |*= const.
Ca urmare, A | X |?= 0 si (1.45) ne di, avand in vedere pozitivitatea
tuturor termenilor din membrul drept:

| Vv, X |*?=0, Ric(X, X) =0,(V)i € {1,...,n}.

Prima egalitate este echivalentd cu proprietatea campului Killing X
de a fi paralel. Daca forma patraticd Ric este quasi-negativ definitd,
atunci existd un punct x € U incat Ric(X, X)(x) = 0 implicd X (x) =
0. Cum insa am ardtat cad X este camp paralel, deducem X = 0.0

Teorema 9 se poate generaliza considerand in locul campurilor de
vectori Killing campuri de vectori proiective sau conforme (7], [33].

Informatii asupra spatiului formelor de ordin superior, st implicit
asupra numerelor Betti corespunzitoare, oferda teorema Gallot-Meyer,
ce o vom demonstra in incheierea acestui capitol. Pentru a putea urmari
enuntul si demonstratia ei este util de facut unele precizari.

Fie <, > produsul scalar al spatiul vectorial euclidian R*. Vom nota
cu A’R™ algebra Lie a aplicatiilor liniare antisimetrice definite pe R".
Aceastd algebra este izomorfa cu so(n)—algebra Lie a grupului special
ortogonal.

Fie {V1, ..., Vi,} un reper ortonormat al lui R". Atunci {V; A V}}ic;
este o bazd a algebrei Lie A2R™. Consideram pe A’R" produsul scalar
<, > definit pe baza {V; A V}},c; prin formula:

<V, Vi > <V, V>
<V Vie> <V, Vi>
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oricare ar fi indicii 4,7,k,!l € {1,..,n},7 < 5,k < l. Din faptul ci
<V, V;>=4;,(V)i,j € {1,..,n},i < j rezulta:

<ViAVE Ve AV >= 8405 — 564, (1.47)

deci {V;AV}}.c; este o bazd ortonormata a spatiului vectorial euclidian
A’R".

Vom desemna cu J : A’R™ — so(n) izomorfismul canonic al celor
doud algebre Lie, izomorfism ce face sa corespundi elementului X A
Y € A’R™, aplicatia liniard antisimetricd a lui R®, notata J(X AY) si
definitd prin formula:

J(XAY)Z2)=<X,Z>Y-<Y,Z > X, (1.48)

oricare ar fi vectorul Z € R™.

Fie acum M o varietate Riemann, de dimensiune n, cu metrica
g =<,> . Considerand {Vi,...,V,} un camp ortonormat de repere pe
un deschis U din M, rezultd cd {V; A V;},; este local un camp de
repere al varietitii Riemann A%Af . Se definegte operatorul de curbura
R : A2M — A*M care face sd corespundi elementului V; A V; € AZM
elementul Rv,-/\vj € A*M, prin formula:

< Ryavy, Vi AV >=< Ry, Vi, Vi >, (1.49)

oricare ar fi indicii ¢,j,k,l € {1,..,n},i < j,k < [. Se extinde prin
liniaritate definitia (1.49), obtinandu-se astfel proprietatea operatoru-
lui de curburd R de a furniza un endomorfism R (x) al spatiului vec-
torial tangent T, M, oricare ar i x € U.
Utilizand notatia (1.38), formula (1.49) poate fi scrisa sub forma:
Ryay, = Rscij AV (1.50)
Din proprietétile bine cunoscute ale tensorului de curburd al varietatii
Riemann considerate M, rezultd cd endomorfismul R(z) este simetric.
In adevir:

< Ryomp, ViANV; >=< Ry Vi,V > . (1.51)
Comparand formulele (1.49) si (1.51) rezulta:

< RV,—AV_,') ViAnV >=< Rvk/\v‘, Vi ‘/J > . (152)

Este util de introdus de asemenea aplicatia biliniara simetricd Q) :
AM ® N2M — F(M) dati prin formula:

QX AY,ZAT) =< Rxny,ZAT >, (1.53)

oricare ar fi cAmpurile vectoriale X, Y, Z, T € X(M). Avand in vedere
formula (1.49), rezulta:
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Q(X ANY, Z /\T) =< nyZ,T > . (154)

Mai departe, avand in vedere formula (1.50), rezulta:

Q(Vz/\VJ,Vk/\VI) = Ri:ij' (1~55)
Aplicatia @, ca si aplicatia R, poartd numele de operator de curbura.
Daca forma biliniara simetricd @) este pozitiv definitd vom spune ca M
are operatorul de curbura pozitiv definit. Quasi-pozitivitatea, nega-
tivitatea etc. pentru operatorul de curbura se definesc analog.

Dacéa varietatea diferengiabild M are curbura sectionald pozitiva,
rezulti Q(X AY, X AY) > 0, oricare ar fi cAmpurile vectoriale X,Y €
X (M). Totusi, proprietatea lui M de a avea curbura sectionali pozitiva
nu implicd pozitivitatea lui Q, deoarece nu toate elementele din A2M
sunt decompozabile ca X AY, X, Y € X(M). Elementele de aceasta
formd genereazd peste F(M) pe A’M.

Exercitii.

1) Ardtati ca spatiul proiectiv complex P,(C) cu metrica Fubini-
Studi are curbura sectionald pozitiva, dar operatorul sau de curbura Q)
este pozitiv semi-definit, dar nu pozitiv-definit.

Fie T : A’R® = AR™ o aplicatie liniard. Atunci se definegte
transformarea Ricci a lui T, notatd R(T), definiti ca aplicatie R»— R"
i datd prin:

n
<R(Tv,w>=-> <T(ViAv),ViAw >, (1.56)
i=1
unde {V7,...,V},} este o baza ortonormati a lui R™.

Teorema 10 (Gallot-Meyer) a) Fie M wvarietate Riemann ori-
entabild. Dacd operatorul de curburd Q este pozitiv semi-definit (este
quusi-poziliv definit), atunci forma patraticd F, definitd prin formula
(1.33) este negativ semi-definitd (este quasi-negativ definitd).

b) Fie M wvarietate Riemann, compactd, orientabila de dimensiune
n. Dacd operatorul de curbura Q) este pozitiv semi-definit, atunci orice
p—formd armonicd este paraleld. Dacd operatorul de curburd Q) este
quasi-pozitiv, atunci nu existd p—forme armonice nenule pe M, oricare
ar fi0 <p<nl9],[22]

Demonstratie. Izomorfismul canonic J : A?R™ — so(n) dat prin
formula (1.48), se extinde in mod natural la izomorfismul p : A°R"* —
so(APR™) prin:

P
p(A) (W1 A Avp) =Y i A AJ(A)yj A Ay,
j=1
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oricare ar fi A € A’R™,v; A...Av, € APR™. Lisim ca exercitiu demon-
strarea faptului ca p(A4) este o aplicatie liniard anti-simetrici a spatiului
vectorial APR"™, dotat cu produsul scalar euclidian <, >, definit astfel:

< U ALLA Up, W AN Wy >= det(< Vg, Wy >)1']'.

Remarcand ca algebra Lie so(APR") este izomorfd cu APR" A APR",
considerim p : A2R™ — APR™ A APR™. Fie p* : A’PR™ A A’PR" — A’R"
adjunctul lui p.

Aplicam aceste consideratii pe varietatea Riemann M, data in enun-
tul teoremei. Avem aplicatia pRp* AP M A NPM — APM A ANPM si
transformarea sa Ricci R(pRp*) : A’M — APM (a se vedea formula
(1.56)). Desemnam cu ¢* campul tensorial antisimetric ce corespunde
unei p- forme ¢ date. Se arata ca:

— < R(pRp")p*, p* >= F(p) (1.57)

oricare ar fi p—forma . Formula (1.57) a fost deja demonstratd pentru
p = 1 deoarece, in acest caz, p = Id si transformarea Ricci a lui R este
R(R) = Ric. Deci, formula (1.37) este caz particular al formulei (1.57),
pentru p = 1. Cazul general necesita calcule destul de dificile gi vom
omite demonstratia formulei (1.57). Vom face ulterior o demonstratie
completd a acestei teoreme, in capitolul 6, in contextul formalismului
Clifford. Fie {V1,...,V,} un cdmp de repere ortonormat pe un deschis
al lut M. Vom nota V; = V;, A LAV, [T = (i1, ...,%), (V)i1,-.nip €
{1,..,n},4 < ... <ip.

Utilizam formula (1.57) pentru a demonstra punctul a) al teoremei.
Avem deci:

p?

F(p) = — < R(pRp*)p*, p* >=
=-2r< (pRP*)(SO# A VI)1 90# ANV >= (1 58)
=-2< (RP')(@'# AV, p*(e* A V) >= '
= -2 Q(p*(o* A VL), p*(0* A VD))

De aci rezultd a).
Demonstrarea punctului b) al teoremei este simpla. Fie M varietate
compactd si ¢ o p- formd armonicd, 1 < p < n. Atunci (1.32) se scrie:

n
~AlpP=23| Vi |* —2F (). (1.59)
=1
Daci Q este pozitiv semi-definitd, atunci, din a), membrul drept
al formulei (1.59) este > 0, de unde | o |* este functie subarmonici,
deci constantd. Rezulti A | ¢ |*= 0, deci, fiecare dintre termenii din
membrul drept la formulei (1.59) fiind > 0, deducem simultan:

| Vi |°=0, (V)i € {1,...,n}, F(p) =0. (1.60)
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Deducem Vy,p = 0, (V)i € {1,...,n}. De aci rezultd ci p— forma ¢ este
paralela.

Fie 1 < p < n. Consideram acum operatorul de curburd @ quasi-
pozitiv. Existd atunci un punct z cu proprietatea ci operatorul de
curburd @) este pozitiv definit in acest punct. Din al doilea rand de
formule (1.60), rezultd ca F(p(z)) = 0, deci ¢(z) = 0. Cum p— forma
v,1 < p < n este paraleld (din prima parte a demonstra tiei), rezulti

= 0. Aceste argumente nu pot fi utilizate pentru cazul p = 0 sau
p = n, deoarece, pe functii §i pe n— forme F' se anuleazi.O

Operatorul de curburd @ a fost introdus din motive algebrice. Ex-
ista preocuparea de a investiga semnificatia sa geometrica. Este gtiut
cd pozitiv definirea sa implicd pozitivitatea integrantului in formula
Gauss - Bonnet.

Teorema 10 arata ca in cazul in care () este quasi-pozitiv definit,
grupurile de coomologie ale varietatii Riemann, compacte, orientabile,
n—dimensionale M considerate sunt aceleagi cu cele ale sferei unitate
S™. Rezultd ci in cazul in care @ este quasi-pozitiv deflinit, varietatea
Riemann, compactd, orientabild, n—dimensionala A este omoloagi cu
sfera unitate S™.

S-a pus problema naturala dacd o varietate Riemann, compacti,
n— dimensionald, simplu conexd cu operatorul de curburd @ quasi-
pozitiv definit nu este difeomorfa cu sfera S™. Pentru dimensiunile 3,4
asertiunea este adevirata. In dimensiuni mai mari, exista, se pare,
dificultdti de naturd algebrica.

Se stie totusi ca o varietate Riemann, compacta, n—dimensionala,
simplu conexa cu operatorul de curburd @ quasi-pozitiv definit nu este
homeomorfa cu sfera S™.

Exercitii

1) Sa se scrie operatorii de curburd R i @ ai sferei S™.

2) Fie f : M, — M, un difeomorfismn intre varietitile Riemann
M, M,. Se spune, prin delinitie, ca f este o transformare proiectiva
dacd gi numai dacd f duce geodezice in geodezice. Multimea trans-
formarilor proiective ale unei varietati Riemann A in ea insagi este
un grup Lie a carui algebra Lie se identificd cu algebra campurilor de
vectori pe M cu proprietatea de a avea grupul cu un parametru de difeo-
morlisme locale asociat format din proiectivitati. Astlel de campuri de
vectori se numesc campurt proieclive de vectort.

Fie M o varietate Riemann, compactd, cu curbura Ricci < 0.

Aritati cd orice camp proiectiv de vectori pe M este paralel. Mai
mult, dacd curbura Ricci este quasi-negativd, orice camp proiectiv de
vectori este nul. Indicafie. Se demonstreaza o formuld analoagid cu
(1.37). Se utilizeaza si teorema 9.
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Consideratii generale

Amintim cateva rezultate algebrice ce sunt utile pentru studiul spa-
tiului tangent intr-un punct la o varietate aproape complexa [10).

Fie V7 un spatiu vectorial real, de dimensiune n. O structurd aproape
complezd J pe V' este un endomorfism J : V' — V cu proprietatea J? =
—Id, unde J* = Jo.J. Orice spatiu vectorial real V, dotat cu o structura
aproape complexi J, este evident de dimensiune pard, n = 2m. In
plus, multimea V' poate i dotatd cu o structura de spatiu vectorial
complex, cu legea de inmulgire cu scalari definitd mai jos. Oricare ar fi
«=a+ib,a,b € R gi oricare ar {i vectorul v € V| avem

av = av + bJv. (2.1)

Se aratd imediat cd exista o baza a spatiului vectorial real V, de
forma {V, ..., V.., JVi, ., JV, }.

Dacd multimea V' este consideratd cu structura sa de spatiu vec-
torial complex, cu legea de Inmultire cu scalari definitd prin formula
(2.1), atunci Jv = iv, oricare ar fi vectorul v € V. Dimensiunea lui V
ca spatiu vectorial complex este m.

Fie V' un spatiu vectorial complex. Atunci, ca spatiu vectorial real,
poate fi dotat cu o structurd aproape complexd J : V — V, prin formula
J(X') =1iX, oricare ar fi X € V.
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Fie spatiul vectorial complex C”. Oricare ar fi z = (z1,...,2,) €
C" z = z¢ + iy, ze, 4 € R, k € {1,...,n}, prin aplicatia C* —
R, (z1,...,2,) = (Z1, - Tn, Y1, .-, Yn ) identificim spatiul vectorial real
C" cu spatiul vectorial real R?". Se obtine o structuri aproape cor-
plexd J pe spatiul vectorial real R*, luind J(z1,...,Zn, ¥1, ..., Yn) =
(=Y1y-or =Yns T1y oy T )y (V) (T1, oy Tay Y1, -y Un) € R?™. Rezulti

__not. 0 _In
I 22

matricea asociatd endomorfismului J in reperul canonic al spatiului
vectorial R?".

Fie doud spatii vectoriale reale V si V' dotate respectiv cu struc-
turile aproape complexe J, respectiv J'. O aplicatie liniard f : V — V'
se numegte complexd daci gi numai daci

foJ=Jof. (2.3)

Luand in consideratie structura de spatiu vectorial complex a lui
V, respectiv V" indusd de structura aproape complexd J, respectiv J',
avem f(iX) = if(X), oricare ar 1 X € V. Deci f este aplicatie liniara
intre spatiile vectoriale complexe V' si V.

Din relatia (2.3), se deduce cd grupul liniar complex GL(n;C) se
identificd cu grupul multiplicativ al matricelor reale, nedegenerate, de
ordin 2n care comutd cu matricea (2.2).

Fie V* dualul spatiului vectorial real V, dotat cu structura aproape
complexa J. Pe V" se introduce de asemenea o structura aproape corn-
plexd, ce se noteazd tot cu .J, prin formula:

Jw=wl (V)we V" (2.4)

Pe de alta parte, daca V7 este un spatiu vectorial real, fie complexi-
ficatul siu V'€ care, ca multime, este produsul cartezian VXV iar ca
spatiu vectorial complex are definitd adunarca pe componente (uti-
lizindu-se pe fiecare componentd adunarea din V' ca spatiu vectorial
real) si produsul cu un scalar complex dat prin:

(a+1ib)(X,Y) = (aX = bY,aY +bX),(V)a,b e R X, Y € V.

Daca spatiul vectorial real V' posedd structura aproape complexd J,
atunci se poate defini endomorfismul, notat de asemenca J,

J:VC S5 ve J(X,Y)=(JX,JY),(V)(X,Y) e VE.

Se obignueste descori sid se desemneze un element (X,Y) € VC prin
X +4Y si atunci, prin definitie, avem
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J(X +iY) = JX +1JY, (V)X +iY € VC.

Endomorfismul J al spatiului vectorial complex VC, obtinut astfel, are
de asemenea proprietatea J? = —Id.

Fie spatiul vectorial real V cu structura aproape complexa J. Punem
problema gésirii vectorilor proprii gi valorilor proprii pentru endomor-
fismul J. Cautdm, deci, vectorii nenuli X € V cu proprietatea ci existi
A € R, incat JX = AX. Rezultd A2 + 1 = 0, ecuatie incompatibili in
corpul numerelor reale R. Ca urmare, o structurd aproape complexa
J nu posedd vectori gi valori proprii. Dacd considerdm insa aceeasi
problema pentru endomorfismul J : V€ — VC, atunci rezulti valorile
proprii +¢. Subspatiile proprii corespunzitoare respectiv valorilor pro-
prii i, —i se noteazd V0, respectiv V%', Se obtine VC = V1.0 g V0.1,
unde:

V0 =(ZeVC|Z=X-i1JX,X eV},
VOl={ZeVC|Z=X+iJX,X e V}.

Daci se definegte aplicatia liniari, numiti conjugare, VC — V€, Z =
X +iY = Z = X —iY, atunci se observi ci subspatiile vectoriale V10
i V0! sunt izomorfe prin conjugare.

Cum am observat mai sus, dualul V* al spatiului vectorial real V,
dotat cu structura aproape complexda J, admite o structurd aproape
complexd, notata tot cu J gi definitd prin (2.4). Subspatiile proprii ale
aplicatiei liniare J : V*C — V*C corespunzitoare respectiv valorilor
proprii ¢, —i se noteaza de obicei V; o, V5 1. Avem deci V€ = Vio® Vo,
unde:

Vie={aeVC|la=w-iJwweV*}
Voa={a€ V"C|a=w+iJw,wE V*}.

Algebra exterioard C(V*C) se descompune sub forma:

c(vC) = i cPA(V*C).

r=0
ptg=r

Orice element din CP9(V*C) este o aplicatie p + ¢— liniari, total anti-
simetricd, eventual nenuld pe VIOX. XVIOXVOLX XV (produsul
cartezian are p multimi egale cu V' si ¢ multimi egale cu V%) si
in rest nula. Cand spunem ”in rest nule” trebuie sa avem in vedere
cd o aplicatie p + g—liniard, total antisimetrici, poate face parte din
orice multime C?*% (V*C), unde p’ + ¢’ = p+ ¢. Un clement din spatiul
vectorial C»9(V*C) se numeste o (p,q)— formi.

Daci {6, ...,0™} este bazi a subspatiului vectorial V] g, rezulta cd
{6, ...,0m} este o baza a subspatiului vectorial V5 ;. Se obtine o bazi a
spatiului vectorial CP9(V*C), considerand multimea (p, q)— formelor:
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CAN NN LN NN T
J1<...<Jq

Un produs scalar h, definit pe spatiul vectorial real V, dotat cu
structura aproape complexa J, se numeste produs scalar hermitian daca
gi numai daca h(X,Y) = h(JX,JY),(V)X,Y € V.

Este un simplu exercitiu de algebrd demonstrarea faptului ca existi
pentru orice produs scalar hermitian un reper ortonormat de forma
{X1,., Xm, J X1, .., JXm} , unde dimV = n = 2m. Intr-un astfel de
reper, matricea asociatd endomorfismului J este de forma (2.2) iar h
are forma canonica:

WX, Y) =3 (XY + XY,

=1

daci X = X7 (XX, + XJX;),Y = 2" (V' X, + YIX,).

Fie h un produs scalar hermitian al spatiului vectorial real V| cu
structura aproape complexa J. Se extinde prin C-biliniaritate definitia
lui A, pe complexificatul V€ al lui V, obtinindu-se un produs scalar,

notat tot cu h, cu urmatoarele proprietagi:

WZ,Z) > 0,(¥V)Z #0,
hZ,W)=h(Z,W),(V)Z,W € VC,

MZ,W)=0,(¥)Z,W € V', (2:5)
hJZ,JW) =h(Z,W),(V)Z,W € VC,
Cu notatiile anterioare, se introduce aplicatia:
p: VXV 5 R, o(X,Y) =h(X,JY). (2.6)

Aceasta este o formda biliniard, antisimetricd, care se extinde prin
C-biliniaritate la spatiul vectorial V<. In principiu, ar trebui ca @ €
CO(V*C) @ CO2(V*C) @ CHY(V*C); se arati imediat ci p € CcLy(V+C),
deci ¢ este o (1,1)— forma.

Exercitii.

1) Fie {Z,,...,Zm},{Z\, ..., Z,n} o bazi a subspatiului vectorial
V10 respectiv baza corespunzitoare a subspatiului vectorial V%!, ob-
tinutd prin conjugare. Fie {8, ...,6™}, respectiv {67,...,8"} dualele
bazelor {Zy, ..., Zm} respectiv {Z], ..., Zn }. Acestea din urmd sunt baze
ale subspatiilor vectoriale V) o, respectiv V5. Notand hz = h(Z;, Z;),
oricare ar fi indicii ¢,j € {1,...,m}, aratati ci:

m

p=—i) hgt NG

Jk=1
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Varietati aproape complexe

Vomn face o trecere in revisti a unor proprietati si definitii ce sunt
utile pentru scopul nostru. Unele dintre proprietiti sunt date fara
demonstratie. Cititorul dornic sd urmareasci toate demonstratiile le
va putea gisi in {10] sau in volumul al doilea din [17]

Definitie. Fie M o varietate diferentiabild, reald, cu proprietatea
cd poseda un camp diferentiabil de tensori de tip (1,1), notat J, incat
oricare ar fi x € M, endomorfismul J; : TM — T, M are proprietatea
J? = —Id;. O astfel de varietate diferentiabild se numeste varietate
cu structurd aproape complezd sau varietate aproape complezd, iar J se
spune ca este structura sa aproape complerd.

O varietate aproape complexa poseda o structura aproape complexa
pe fiecare spatiu tangent.

Amintim cateva proprietati ale varietatilor aproape complexe.

Propozitia 1.0rice varietate aproape complerd este o varietate
diferentiabild, de dimensiune pard gi orientabild.

Definitie.O) varietate complezd de dimensiune m este o varietate
diferentiabild (spatiu topologic, separat, Haussdorf), modelata pe C™,
cu proprietatea cd funciiile sale de schimbare de coordonate sunt olo-
morfe.

Propozitia 2. Orice varietate complerd admite ca varietate diferen-
frabild reald o structurd aproape complexd.

Fira a face demonstratia, este interesant de spus ci notand zF =
2* +iyk oF yF € R,k = 1,...,m un sistem de coordonate complexe
pe varietatea complexa m—dimensionald M, rezulta, prin definitie, ci
varietatea diferentiabild reald 2m—dimensionald M admite sistemul de
coordonate (z', .., 2™, ¢!, ....y™).

O structurd aproape complexd J a varietatii diferentiabile reale
2m—dimensionale M este data de

J g, 0 ; g, 0
() = Ayt (ayi) gt

Aceastd structurd aproape complexd se numeste structura canonicd
compleza a varietdtii diferentiabile reale provenitd din varietatea com-
plexa M.

O problema naturala ce se pune este de vazut in ce conditii o struc-
turd aproape complexa J pe o varietate diferentiabild reald M coincide
cu cea provenita dintr-o eventuald structurd de varietate complexd pe
M. Aceasta revine la a gasi daca exista pe M un atlas cu proprietatea
ca matricea asociata endomorfismului J; : T,M — T, M, in raport cu
reperul canonic al lui T, M, este de forma (2.2), oricare ar fi z € M. In
acest caz, vom spune ca structura aproape complexd J este integrabila
iar J se va numi structura complerd.

(V)i=1,..,m.
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Definitie Fie M si M’ varietiti aproape complexe dotate respectiv
cu structura aproape complexd J respectiv J'. O aplicatie diferentiabila
f : M — M' se numeste aproape complezd daci gi numai dacid este
indeplinitd conditia f,o J = J o f,.

Propozitia 3. O aplicafie diferenfiabild f : M — M' intre va-
rietafile compleze M gsi M' este olomorfd dacd gi numai dacd este
aproape complezd in raport cu structurile canonice complexe J, J' in-
duse pe M respectiv M'.

Fie acum M o varietate diferentiabila reald gi 7, M respectiv TzCM
spatiul tangent in punctul € M respectiv complexificatul siu. Ele-
mentele lui TzCM se numesc vectori tangen {i complecst.

Vom desemna prin A"(M) respectiv C"(M) inelul r-formelor dife-
rentiale exterioare pe M, cu valori reale, respectiv inelul r—formelor
exterioare, obtinute prin complexificare, cu valori complexe.

Mai precis, w € C"(M) daca si numai daca w, este aplicatie liniara
total antisimetrica:

wy : TCMX..XTSM - C

oricare ar fi x € U, U fiind o multime deschisi si T°M apirand de r
ori in domeniul de definitie al lui w;.

Daci M este varietate aproape complexd, cu structura aproape
complexa .J; atunci avemn descompunerea:

TE(M) =T o T, (2.7)

unde T respectiv T sunt subspatiile proprii ale endomorfismului
J; corespunzitoare respectiv valorilor proprii ¢, —2. Vom nota:

cM) = 3 Cra(m)

r=0
ptg=r

unde CP?(M) este spatiul (p,q)— lormelor pe M sau spatiul formelor
de tip (p, ¢) pe M. Orice (p, q)— forma este o p+g—forma din CP*9(M)
care este eventual nenuld pe p vectori din T}? si ¢ vectori din T, dar
este nuld in rest.

Pe CP4( M) se poate introduce un camp local de repere, considerand
{6',...,6™} un camp local de repere pentru C°(M) si, corespunzitor,
campul local de corepere {ﬁ, ...,0m} pentru C*'(M), unde n = 2m =
dim M. Avem astfel:

{0 AN AP ANO AL NG} << <ip<m
15j1 << g <m
un camp de repere pentru CP9(M).
Sa observam cd diferentiala exterioara dw a unei (p,q)— forme w
poate, in principiu, sa fie din:
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C”’H’q(]\{) oy Cp.q+1(]\,[) D Cp—l,q+2(M) o) Cp+2’q_1(M),

Campul de vectori complex Z definit pe un deschis U al varietatii
aproape complexe M este complexificatul unui camp de vectori pe U. El
se va numi de tip (1, 0) (respectiv (0, 1)) daca si numaidacd Z, € T2°M
(respectiv Z, € T"' M) oricare ar i z € U.

Avem urmaitoarea:

Propozitia 4. Fie M o varietate aproape complezd cu structura
aproape complexd J. Sunt echivalente urmdtoarele afirmafii:

i) Z,W campuri de tip (1,0) = [Z, W] este camp de tip (1,0);

i) Z,W campuri de tip (0,1) = [Z, W] este camp de tip (0, 1);

ut) dCHO(M) C C*°(M) @ CHY(M), dCO (M) C CY2(M) & CHH(M);

iv) dCPY(M) C CP*Y9(M) @ CP9tY( M)

v) Campul tensorial N - numit camp Nijenhuis - definit prin:

N(X,Y) =[JX,JY] - J[X,JY] - JJJX,Y] - [X,Y] (2.8)

este nul.

Demonstrafie. Demonstram mai intai cd ¢) = ).

Fie Z,W campuri vectoriale de tip (0,1). Rezultd Z,W campuri
vectoriale de tip (0,1). Mai mult, [Z, W] = [Z, W] este de asemenea
camp vectorial de tip (1,0). Atunci, [Z, W] va i cAmp vectorial de tip
(0,1).

Reciproc, ii) = 1) se demonstreaza analog.

Ardtdm acum ci 1) = ). Fie w o 1—forma de tip (1,0). Avem:

dw(Z, W) = Zw(W) — Ww(Z) — w([Z, W)). (2.9)

oricare ar fi campurile vectoriale complexe Z, W.

Daca Z, W sunt campuri vectoriale de tip (0, 1), deoarece w este pre-
supusa de tip (1,0), rezultd w(Z) = w(W) =0 si din iz), w([Z,W]) =0
deoarece si campul vectorial [Z, W] este de tip (0, 1). Formula (2.9) ne
aratd cd 2—forma complexd dw se anuleazi pe cAmpuri vectoriale de tip
(0,1). Rezultd dw € C*°(M) @ C"'(M). La fel, daci w este o 1—forma
de tip (0, 1).

Reciproc, i) = ). In adevir, fie Z,W campuri vectoriale de
tip (0,1) arbitrare. Presupuniand w o 1—formd de tip (1,0), avem
w(Z) = w(W) = 0. Din ipoteza i) dw € C*°(M) & C-'(M), deci
dw(Z,W) = 0. Formula (2.9) implica atunci w([Z, W]) = 0, deci [Z, W]
este camp vectorial de tip (0, 1).

S& demonstriam acum ci iii) = 1v). In adevir, CP9(M) este gene-
rat local de C*'(M) @ C'O(M) & C*°(M). De aci rezultd implicatia
cerutd. Reciproca este evidenta.
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Ardtim cd v) & ). Calculim pentru oricare doud campuri vecto-
riale X,Y € X(M) campul de vectori complex:

Z=[X-i1JX,Y —1JY].
Obtinem:

Z =[X,Y] - [JX,JY] —i([JX, Y] + X, JY]).

Avem egalitatea:

Z+iJZ = -N(X,Y) - iJN(X,Y)

Rezultd urmatorul gir de afirmatii echivalente, deoarece X —iJX,Y —
iJY sunt campuri vectoriale de tip (1,0), oricare ar fi X|Y € X (M) :

1) & Z este de tip (1,0) &
Z+iJZ=2Z+i(iZ)=0e N(X,Y) = 0.0

Campul tensorial N al lui Nijenhuis are o mare importanti pentru
a studia integrabilitatea unei structuri aproape complexe. Avem:

Teorema 5. Fie J o structurd aproape complezd analiticd, pe vari-
etatea analitica 2m— dimensionala M. O condifie necesard gi suficientd
ca J sd fie integrabild este ca N, campul sdu tensorial Nijenhuis, sd se
anuleze.

Pentru a demonstra aceastd teorema sunt necesare unele pregatiri.
Amintim mai intai [10]:

Teorema 6 (Frobenius, complexd). Fiew™! ... ,w™ un sistem
de m — n forme liniare olomorfe, independete, definite pe o mulfime
deschisa U din C". Necesar gi suficient sd exriste funcfiile olomorfe
h*tl . h ™ definite pe o vecindtate W a unui punct arbitrar x € U,
cu proprietatea cd, pe W, sistemul diferenfial:

m

W= =w"=0 (2.10)

sd fie echivalent cu sistemul:

dh*tl = .. =dh™ =0 (2.11)
este sd eziste formele olomorfe wg, o, =n+1,...,m, astfel ca:

m
dw®™ = Z w[‘;/\wﬁ,(V)a:n—i—l,....,m. (2.12)
B=n+1

Teorema Frobenius complexd asigurd existenta varietdtilor com-
plexe integrale ale unui sistem diferential complet integrabil. Conditia

(2.11) este echivalentd cu
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Rt = = k™ = const. (2.13)

Functiile A**!, ..., ™ fiind olomorfe, (2.13) definegte subvarietiti com-
plexe din C™ avand proprietatea ca spatiul tangent la o astfel de sub-
varietate este spatiu de solutii ale sistemului diferential (2.10).

Fie acum f : M — M’ aplicatie diferentiabild intre varietitile
diferentiabile reale M si M' dotate cu structura aproape complexd
J respectiv J'. Fie f, : TM — TM' diferentiala aplicatiei f. Ea se
extinde prin C— liniaritate la aplicatia f, : TCM — TCM'. Are loc:

Lema 7. Fie f : M — M’ o aplicafie diferentiabild intre varietdtile
diferenfiabile reale M si M' dotate cu structura aproape complexd J
respectiv J'. Sunt echivalente urmdtoarele afirmatii:

i) Dacd Z este caimp vectorial complez de tip (1,0) tangent la M,
atunci f.Z este camp vectorial complez de tip (1,0) tangent la M’;

it) Daca Z este camp vectorial complez de tip (0,1) tangent la M,
atunci f.Z este camp vectorial complez de tip (0,1) tangent la M';

itt) Ducd w este (p,q) -formd pe M', atunci f*w este (p,q)— formd
pe M,

w) Aplicatia f este aproape complezd.

Demonstratie. Condi tiile ©) si i7) sunt echivalente deoarece daca Z
este de tip (1,0) (respectiv de tip (0,1)), atunci conjugatul siu Z este
de tip (0,1) (respectiv (1,0)). Mai mult, f,(Z) = f.(2).

Demonstram ci ) (sau, echivalent, it)) implicd 7). Dacd w este
forma de tip (0,1) pe M’, deducem, conform definitiei, ca oricare ar
fi campul vectorial complex Z' de tip (1,0), tangent la M' , avem
w(Z') = 0. Pe de alta parte, fie Z camp vectorial complex de tip (1,0)
tangent la M. Din z) deducem ci f,Z este camp vectorial complex de
tip (1,0) tangent la M'. Avem

(S'w)(Z) =* w(f.Z) =0,

oricare ar [i campul vectorial complex Z de tip (1,0) tangent la M,
ceeace conduce la concluzia ci forma f*w este de tip (0,1). Analog,
presupunand adevaratd conditia ¢) (sau, echivalent, 7)), se aratd cd
alegand w forma de tip (1,0) pe M’, deducem ca f*w este forma de tip
(1,0) pe M. Se stie ca C»9(M') este generat local de

CLO(A/[,) D CO’I(A{/) D CO'O(M’),

ceeace aratd cd i) = i) (respectiv it) = iii)). Reciproc, este evi-
dent.

Sa aritim cd i) < iv). Daci X € X(M), atunci X — iJX este
camp vectorial complex de tip (1,0). Avem:

F X = 1JX) = fu(X) —if.(JX). (2.14)
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Din 1), deducem ca f,(X — iJX) este cAimp vectorial complex de tip
(1,0) pe M'. Atunci, din (2.14), deducem: f,(JX) = J'f.(X), deci
1) = 1v). Reciproc este evident.O

Lema 8. Fie M o wvarietate diferenfiabild reald, de dimensiune
n = 2m, dotatd cu structura aproape complezxd J.

Presupunem ca oricare ar fi punctul x € M, ezistd o vecindtate U
a lui z, st m funclii diferenfiabile, cu valori compleze f',..., f™, defi-
nite pe U cu proprietatea cd df!, ..., df™ sunt forme independente pe U
(peste inelul functiilor diferentiabile definite pe U), cu valori compleze,
de tip (1,0). Atunci structura aproape complezd J este integrabild.

Demonstratie. Functiile f7 : U — C,j = 1,...,m, au urmitoarea
exprimare locala:

fi(x) = f9x) +if"(z), (V)5 € {1,...,m},z € U.

Deoarece df!,...,df™ sunt independente peste inelul functiilor diferen-
tiabile definite pe U, cu valori complexe, rezultd ca, in punctul x, sis-
temul

(A", df™ df", ™)

este liniar independent peste R. Micgorand eventual deschisul U, de-
ducem ca functiile f!,..., f™ definesc un homeomorfism ¢ : U — ¢(U),
dat de formula:

5,’:(.’1,') — (fl(l), - fm(.'lf)) — (fll(llf), f/m( f”l(’l) //m( )),

oricare ar fi x € U, unde ¢(U) este un deschis din C" =~ R",n = 2m.

Vom arédta ca se obtine astfel un atlas de varietate complexa pe M.
Pentru a demonstra aceasta afirmatie, sa considerdam gi o alta multime
deschisa VV C M,V NU # &, impreund cu cele m functii diferentiabile,
cu valori complexe ¢ : V. — C,j € {1,..,m}, avand proprietitile
functiilor f7,5 € {1,...,m}, din ipoteza lemei. Local,

¢ (x) = ¢”(x) +ig"(z), (V)j € {1,..,m},z € V.
Micgorand eventual deschisul V, deducem homeomorfismul ¢: V —
P(V'), dat de formula:

$(2) = (g'(x), -, g™ (2)) = (9" (2), -y g (), g™ (@), -, g (2)),

oricare ar fi elementul x € V| unde ¥(V') este un deschis din C™" =
R", n=2m.
Cum 1-formele complexe df!, ..., df™, dg', ..., dg™ sunt, din ipoteza,
de tip (1,0), ele se vor anula pe orice camp vectorial complex de tip
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(0,1), definit pe UNV . Deci, ¢, : TCM|U — TCC™ va duce orice camp
vectorial complex de tip (0,1), tangent la U in campul vectorial nul
din C™. Analog, v, : TCM|V — TCC™ va duce orice camp vectorial
complex de tip (0,1), tangent la V in cAmpul vectorial nul din C™.
Campul vectorial nul din C™ este si de tip (0,1). Ca urmare a lemei 7,
¢ si 9 fiind aplicatii ce conserva campurile vectoriale de tip (0, 1), vor
fi aproape complexe (in raport cu structura aproape complexd J de pe
M, respectiv structura aproape complexa canonici pe C™). Rezulta ca
Yo ' UNV) = p(UNV) este aproape complexi, deci olomorfi,
din Propozitia 3. Ca urmare, M este varietate complexa, iar structura
aproape complexd J este integrabila.O

Demonstrafia teoremei 5.

Daca structura aproape complexa J este integrabila, atunci existd
un atlas al varietdtii M cu proprietatea cd matricea asociata endomor-
fismului J; : T;M — T, M, in raport cu baza canonicé a lui T, M este
de forma (2.2), oricare ar fi £ € M. Ca urmare, avand in vedere (2.8),
se calculeazid expresia in coordonate locale a lui N gi rezulti N = 0.

Reciproc, presupunand N = 0, fie T*C M fibratul vectorial al 1—for-
melor complexe pe M. Oricare ar fi z € M, T:C M este spatiu vectorial
complex de dimensiune 2m ce are ca subspatiu vectorial, de dimensi-
une 1, multimea vectorilor cotangenti de tip (1,0) (sau, echivalent, al
formelor de tip (1,0)). Local, in jurul oricdrui punct z fixat, putem
considera un camp de corepere {6',...,6™} al subspatiului formelor
de tip (1,0). Atunci, pe aceeasi vecinitate, {OT, ..., 0™} este camp de
repere al spatiului formelor de tip (0, 1), unde am notat 7 = 67, (v)j €
{1,...,m}.

Deoarece N = 0, din Propozitia 4, deducem ci

d67 € C*0 @ C, df € C° @ C, (V) € {1, ..., m)

astfel incat putem scrie:

A = ¥, a0 A 0% + Tk 010" A 6%

- et P 2.15
67 = T i ™ A O + Ty i 18" A 65, (V)5 € {1,...,m}. (219

Varietatea M este analiticd ca gi structura aproape complexd .J.
Counsideram atunci formele 8!, ..., 6™ analitice. Functiile

a-’,lk’ b}lk? i’ j) k € {17 LK) m})
vor depinde analitic de coordonatele locale considerate in jurul punctu-

lui z. Notand aceste coordonate cu (z!, ..., "), n = 2m, avem expresiile
locale:

0 =3 6ide®, ¢ = Y 61dz®, (V)j € {1,...,m}.
a=1 a=1
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Identificim R cu un subspatiu vectorial al spatiului vectorial com-
plex C, luand aplicatia R — C care face s corespunda oricdrui numaér
real 7 numdrul complex z aviand partea reala egald cu r, iar cea imagi-
nard nuld. In acest mod, R® C C™.

Orice functie analiticid definiti pe un deschis U C R™, se poate
extinde la o functie olomorfa, notata tot cu f, definitd pe un deschis
din C™, ce contine pe U, inlocuid in seria de puteri convergenti a lui
f variabilele reale (z!,...,z") cu (z},...,2") incat z* = z° + iy®,a €
{1,...,n},n = 2m. Restrictia la R™ a acestei functii olomorfe se obtine
facand, in variabilele z* = z*+iy*, a € {1, ...,n}, pe y* = 0; recuperim
astfel functia analiticd f de la care am plecat.

Procedand astfel cu functiile

07,67 (V)a € {1,...,n},j € {1,...,m},n=2m,

se obtin extensiile olomorfe ale [ormelor 67,5 € {1,...,m}, respectiv
97 definite pe un deschis din C",n = 2m, ce contine imaginea hartii
locale considerate initial in jurul punctului z € M. Este de remarcat
ci functia 67 nu mai este, in general, complex conjugatd cu 67 In
schimb, sistemul de 1—forme olomorfe {8',...,6™ 6", ... 8™} este liniar
independent. _

Proceddm analog cu 2— formele analitice d6’,d¢’, j € {1,...,m} si
construim 2— formele olomorfe corespunzatore. Expresiile lor vor fi de
forma (2.15) unde aflk, b',ik,i,j,k € {1,...,m} sunt extensiile olomorfe
respectiv ale functiilor analitice notate la fel. Ca urmare:

407 = ~[3- ahub* + S8 A8, (V)] € {1},
h.k .k

In baza teoremei 6 (Frobenius, complexd) deducem existenta func-
tiillor olomorfe f!,.... f™, definite pe un deschis din C*,n = 2m, cu
proprietatea ca sistemul diferential complex:

' =..=6"=0

este echivalent cu sistemul:

df' = ... =df"=0.
Putem scrie atunci:
0 =S Aldf*,df’ =Y Bl6*, (v)j € {1,..,m}. (2.16)
k=1 k=1

Functiile Ai,Bj,k,j € {1,...,m} sunt olomorfe iar 4 = (Ai)j,k, B =
(Bi);x sunt matrice nedegenerate, fiind una inversa celeilalte. Con-
siderim restrictiile functiilor olomorfe A}, B}, k,j € {1,...,m} la R*™.
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Rezultd relatii analoage cu (2.16) intre aceste restrictii. Deci, avem
{df',...,df™}, un sistem independent de 1— forme de tip (1, 0), deoarece
sistemul de 1—forme {8, ...,0™} are aceste proprietiti. Conform lemei
8, am incheiat demonstratia.O

Definitie. Conexiunea liniard V data pe o varietate diferentiabila
reald dotatd cu o structura aproape complexa .J se numeste coneziune
aproape complezd dacd i numai daci

JVXY = VxJY,(V)X,Y € X(M).

Exercitii

1) Daca existd V o conexiune aproape complexi cu torsiunea nuli,
definitd pe varietatea diferentiabila M , dotatd cu stuctura aproape
complexd J, atunci J este integrabild. Indicafie. Se arati cd tensorul
Nijenhuis NV este nul.

2) Daca existd V o conexiune aproape complexi, definitd pe vari-
etatea M, cu structura aproape complexd J, atunci:

JoRyxy = RxyoJ,

oricare ar fi X,V € X (M).

3) Fie N tensorul Nijenhuis al structurii aproape complexe J. Lo-
cal, notind 9/dx* = 0, N(0;,0;) = Nl-’;()k, oricare ar fi 4,5,k €
{1,...,n},n = 2m, si se arate cd are loc formula:

NG = 207055 = T30, 0 = J{0.J7 + Ji0J7),

unde am notat de asemanea, J(9;) = J70; oricare ar fi i € {1,...,n}.
4) Torsiunca T a unei conexiuni aproape complexe V verifica iden-
titatea:

1
T(JX,JY) = JTUX,Y) = JT(X,JY) = T(X,Y) = ~3N(X,Y).

oricare ar fi cAmpurile vectoriale X, Y.

5) Fie (z', ..., 2™) un sistem local de coordonate complexe al varieta-
tii complexe M. Aratati cd oricare ar fi v € {1,...,m}, 3/02" este cAmp
vectorial de tip (1,0) iar 8/9z% este camp vectorial de tip (0,1), in
raport cu structura canonici de varietate aproape complexa indusa de
structura complexa a lui M.

Varietati hermitiene si kahleriene

Definitie. Fie A o varietate diferentiabild, reala, de dimensiune n =
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2m, dotatd cu structura aproape complexa J. O metricd hermitiand h
pe M este o metricd riemanniand h pe M, avand proprietatea:

WMX,Y) =hJX,JY), V)X,V € X(M).

Observim ci o metricd hermitiand h pe varietatea M, dotati cu
structura aproape complexd J, induce pe fiecare spatiu tangent T, M,
z € M, un produs scalar hermitian.

Definitie. O varietate aproape complezd, dotatd cu o metricd her-
mitiand, se numeste varietate aproape hermitiana. O varietate com-
plezad, dotatd cu o metricd hermitiand, se numeste varietate hermitiand.

Se demonstreaza cu usurinta ca orice varietate riemanniana, (M, g),
dotatd cu o structurd aproape complexa J, este o varietate aproape
hermitiand. In adevar, o metricd hermitiana pe M este metrica h data
prin formula:

h(X,Y) = %[g(X, Y) + g(JX, JY)] (2.17)

oricare ar fi X, Y € X(M).

Fie XC(M) spatiul campurilor vectoriale complexe tangente la M.

Orice metricd hermitiand h a varietitii aproape complexe M se
poate extinde prin C—liniaritate la TC M. Aceasti extensie se va nota
de asemenea cu h. Ea are urmatoarele proprietati:

i) WZ, W) =h(Z,W),(V)Z,W € XC(M)

i) MZ,Z) >0(V)Z £0,Z € XC(M)

it1) h(Z, W) = 0 oricare ar fi campurile vectoriale Z, W de tip (0, 1)
(resp. (1,0)).

Metrica hermitiand h a unei varietdti aproape hermitiene M con-
duce la introducerea pe M a unei 2— forme &, numitd 2— forma fun-
damentald a varietagii hermitiene considerate, prin formula

®(X,Y) = h(X,JY),(V)X,Y € X(M).
Deoarece h este hermitiana, rezulta
®(JX,JY)=®(X,Y),(V)X,Y € X(M).

Forma fundamentali & se extinde prin C—biliniaritate la campuri
vectoriale complexe. Se remarcd imediat cd 2— forma complexd ¢
astfel obtinuti este nuld pe perechi de campuri vectoriale de tip (1,0),
respectiv (0,1). Ca urmare, & este o (1,1)— forma. )

Fie V conexiunea Levi-Civita a metricii hermitiene h. In general V
nu este conexiune aproape complexd. Se arata [10] :

Teorema 9. Fie M o wvarietate aproape hermiliand, cu structura
aproape complexd J si metrica hermitiand h.

Sunt echivalente urmdtoarele afirmati:
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1) Coneziunea Levi-Civita V a metricii hermitiene h este aproape
compleza;

2) N=0,d® =0.

Din teorema 5, rezulta cd N = 0 este echivalent cu faptul cid va-
rietatea aproape complexd M este complexid. Ca urmare, pastrand
notatiile de mai sus, daca alegem M varietate hermitiand, atunci sunt
echivalente afirmatiile:

1) Coneziunea Levi-Civita V a metricii hermitiene h este aproape
complezd;

2") d® =0, adicd 2— forma fundamentald ® este inchisd.

Definitie. O metricd hermitiani pe o varietate aproape hermi-
tiand se nume ste metricd Kdhler dacd si numai dacd 2— forma sa
fundamental3 este inchisa.

Definitie. O varietate aproape hermitiani (respectiv hermitiana)
dotatd cu o metrica Kahler se numeste varietate aproape Kdihler (re-
spectiv Kdahler).

Este util pentru cele ce urmeaza s amintim urmatorele proprietati
ale tensorului de curbura respectiv ale tensorului Ricci, Ric pe o vari-
etate Kahler M. Oricare ar i X,Y € X(M), notind Rxy = R(X,Y),

aveln:
R(X,Y)oJ=JoR(X,Y) (2.18)
R(JX,JY) = R(X,Y) (2.19)
Ric(JX,JY) = Ric(X,Y) (2.20)

Ric(X,Y) = —3trace T,
unde T(V) =Jo R(X,JY)V,(V)V € X(M)
Exercitii.
1) Fie M o varietate hermitiana de dimensiune n, cu metrica her-
mitiand h. Fie (2!, ..., z") coordonate locale complexe

(2.21)

F =2 ik k FeREke1,.. n}). (2.22)

Consideram campurile locale canonice corespunzitoare:

0 1 0 0
Zy = = — —i

BT 52k 2(0.'5’“ l('31/"
precum si conjugatele lor:

0 1, 0 0

- = — i ke {l,...,n}. 2.24

=5l tighke (Ln) (229

Facem urmitoarele notatii: 4, B € { 1,...,n,1,...,m} iar h(Z4, Zg) =
hap. Ardtati ci avem hj, = hop =0, M)j, k€ {1,..,n}.
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1) Dacd ® este 2— forma fundamentala corespunzitoare, deduceti
urmatoarea exprimare locala:

®=—-i3 hzda AdF. (2.25)
jk
i) Utilizand (2.25) ardtati cd (1,1)— forma & este reald, adici
®=79.

Operatorii 0,0,0*,0

Fie M o varietate hermitiand, de dimensiune complexa n si

G=Y Gsdids (2:26)

i;:: 1

metrica sa hermitiand exprimata in coordonatele locale (2!, ..., 2").

Definitie. Un sistem de coordonate complexe (z!, ..., 2*) definit pe
o vecindtate de coordonate U C M se numeste sistemn de coordonate
normale in punctul p€ U daca gi numai daca:

Gi5(p) = 0:5,dG5(p) = 0,(V)i,j € {1,...,n}. (2.27)

Daca & este 2—forma fundamentald corespunzitoare, conditia a
doua din (2.27) implicd d®(p) = 0. Se stie cd daca d® = 0, atunci va-
rietatea hermitiand M este, prin definitie o varietate Kahler. Deci, in
contrast cu cazul unei varietati Riemann, pe care exista coordonate nor-
male in orice punct, in cazul varietatilor hermitiene o conditie necesara
pentru ca astfel de coordonate sa existe este ca 2— forma fundamentala
® si fie inchisa, deci varietatea M sa fie varietate Kahler.

In cele ce urmeazi M va fi o varietate Kihler. Daca (z',...,z")
este un sistem de coordonate complexe pe deschisul U C M, atunci
utilizim notatiile (2.22), (2.23), (2.24). Rezultd imediat ¢d {7y, ..., Z,}
respectiv {Z1, ..., Zz} sunt campuri de repere de tip (1,0), respectiv
(0,1) pe U in raport cu structura aproape complexd canonica J dati
local, prin formulele:

0 0 0 0
= . = — 2.2
57) = 5 (5p) (2.28)

oy Oxk
oricare ar fi indicele k € {1,...,n}.
Rezulta ca G, fiind extensia la campuri vectoriale complexe a unei
metrici hermitiene, se anuleazi pe perechi de campuri vectoriale de tip
(1,0), respectiv (0,1). Notand G5 = G(Z;, Z3), avem:
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G;=0Cy =Gy (2.29)

71

Propozitia 10. FEzistd un sistem de coordonate normale tn punctul
p, oricare ar fi p un punct arbitrar fizat al varietdfii Kdhler M.

Demonstratie.  Fie G metrica hermitiana a varietdgii Kahler M,
avand local expresia (2.26). Din faptul cd M este varietate Kéahler,
rezultd cd d® = 0, unde ® este 2— forma fundamentala. Sa observim
cd, avand in vedere expresia (2.25), deducem cd d® = 0 se exprimi
local prin relatiile:

0G- 0G,:
s - o
G- OG+

N ik 2.31
0zk 029 ( )

oricare ar fi indicii 7, j, k € {1,...,n}. In adevar,

=——Z ”dz A d’ /\dz’——z ”d FAde Ad2
v]k _‘Z]k
sau, ‘
dd = —3 z:<k(% - d.—G"z)dzi Adz? AdzF—
J

G 9G — - E
_%Zkfj( e —L-a )dzt A dz7 A dzF.

Putem alege un sistem de coordonate (z!, ..., 2"), astfel incat

Zp) = 0,G5(p) = 6ij, (V)i, 5, k € {1,...,n}.

L

Consideram noi coordonate (w", ..., w"), date de formulele:

. 1> BG
w'=2z"+= Z — L)k (Wie {1, ..., n). (2.32)
JL | 0zF
Sa notdm é’rg = G(azr’ WS) componentele tensorului metric G' in

raport cu noul sistem de coordonate. Avem:

ow” dw® ~
= Y, g 1,... 2.33
G1] azl az G1 S ( )L1.} E { ) b n} ( )

deoarece, conform formulei (2.32), coordonatele (w!, ..., w™) nu depind
decat de z!,..., z" si nu depind de conjugatele lor, respectiv, z!, ..., 2™.

Din (2.32) deducem, oricare ar fi r € {1,...,n}:
ow”

55 é’ 2+ z (p)zjéf].
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Din (2.30) avem:

ouw” ,
55 = 0] +z 6 k p)z Mr e {1,..,n}

§i (2.33) devine, oricare ar fi ¢,j € {1,...,n}:

BGW

Gz =Gys 5T+Z k][5~*+z

de unde, deoarece Gi;(p) = G;z(p) = 6ij, (V)i,5 € {1,..,n}:

e oG = oG -
1) _ 1) 1) ..
55t P) = e (P)+ 52 (), (V)i 5t € {1,..,n},

ceeace ne arata ca:

BG—

G . .
() = 53 0) =0, (V)i 5t € {1,..,n}.

Este imediat acum, folosmd formulele analoage formulelor (2.33), ce
exprima componentele tensorului metric G functie de G3, (V)i,5 €

{1,...,n}, ca E%(p) = 0,(V)i, 5,7 € {1,..,n}. Rezultd dGﬁ(p) =
0,(V)i,j € {1,..,n}0O

Fie (M, <, >) o varietate Kihler de dimensiune 2n, unde <, >= G
este metrica hermitiand a lui M.

Definitie. Se numegte camp de repere de tip (1,0) pe M un sistem
{V1, ..., Vi } de n campuri vectoriale independente de tip (1,0), definite
pe un deschis U al lui M, cu proprietatea < Vi, V5 >= §;;,(¥)i,j €
{1,...,n}.

Observatie. Daca {1, ..., V,,} este un camp de repere de tip (1,0)
pe M, atunci < V;, V; >=< 1515 >=0,(¥)i,j € {1,..,n}.

Oricare ar fi p € M, spatiul tangent complexificat Tpc M se descom-
pune ca suma directd:

C _ ) )
oM =T"M®T)'M (2.34)

a subspatiilor proprii corespunzitoare respectiv valorilor proprii i, —i
ale endomorfismului Jp TCM — TCM unde J este structura com-
plexd a varietatii I\a.hlet M Rozulta cd T)* gi T,)' M sunt subspatii
total izotrope (maximale) ale lui TPCM, iar (2.34) este o descompunere
Witt a spatiului tangent complexificat TPCM. In plus, daca {Vi,...,V;}
este un camp de repere de tip (1,0) pe M, atunci {V1, ..., Vo, V4, ..., Vig}
este un camp de repere Witt, unde V- = Vi, (V)j € {1,...,n}.[30]

S& observam ci existd campuri de repere de tip (1,0). In adevar,
fie {X1,..., Xun, JX),...,JX,} un cdmp ortonormat de repere pe vari-

etatea M, in raport cu metrica hermitiana g, metricd ce extinsa prin
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C— biliniaritate furnizeazd metrica G =<, > . Atunci, g(X;, X;) =
9(JXi, JX;) = 6i5,9(Xi, JXj) = 0,(V¥) 4,5 € {1,...,n}. Consideram
campurile vectoriale V; = 1(X; — iJX;), (V) € {1,..,n} si rezulti
{V1,..., Va} un camp de repere de tip (1,0) pe M.

Exercitiu.

Fie {V1, .., Vo.}, {W\, ..., W, } campuri de repere de tip (1,0) pe M,
definite pe acelagi deschis U C M. Avem urmaitoarele formule de schim-
bare de reper:

W, = Sii(alV; + 65

We= oy (alvg + vy (1€ o)

Aritati ci b = 0,(¥) i,5 € {1,...,n}, iar matricea A = (al)i; este
unitard (adici A*A = I, unde I, semnifici matricea unitate de ordin
n iar {4 este conjugata transpusei matricei A).

Definitie. Un camp de repere de tip (1,0), notat {Vi,...,V,}, se
numneste camp de repere de tip (1,0), normal in punctul pe M, daci si
numai daca

(Vy,Vi)(p) =0,(v)i,j € {1,...,n}, (2.35)

unde V este conexiunea Levi-Civita a metricii g ce a fost extinsa prin
C—liniaritate la campuri vectoriale complexe.

Observatii.

1) In general, daci {V,,...,V,} este un camp de repere de tip (1,0),
aven:

1

VvV =TiVie + TSV, (2.36)

ca urmare a descompunerii in suma directd (2.34). Teorema 9 aratd ca
V este conexiune aproape complexd deoarece varietatea datid M este
Kéhler. Ca urmare, oricare ar fi indicii ¢, j € {1,...,n} au loc formulele:

JV.Vi = V. JV;. (2.37)

Tindnd cont de (2.36), formula (2.37) devine J(Fijk—kF;f-V;) =iV V},
saltl i(TE Vi .—.l";fVE) = (T}, Vi +‘ F;’;VE), ceeace conduce la conditiile
IS =0,(¥)i,j,k € {1,..,n}. Deci:
Vy,V; = TEVi, (V)i 4, k € {1,...,n}. (2.38)
2) Daca {V,...,V,} este cAmp de repere de tip (1,0), normal in
punctul p € M, atunci, oricare ar fi indicii ¢,j € {1,...,n} :
(VW5 (p) = (Vv V5)(p) = (Vi.V;)(p) =0 (2.39)

Lasam ca exercitiu demonstrarea acestei formule.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



46

Teoreme Bochner pe spatii Kahler

Lema 11. Fie M o varietate Kihler. Ezistd un cimp de repere de
tip (1,0), normal in punctul p € M, oricare ar fi punctul fizat p € M.

Demonstragie. Fie {V1, ..., V,} un cimp de repere de tip (1, 0) definit
pe un deschis U, in jurul punctului fixat p € M si functiile Ff]- U —
C, date de (2.38). Alegem pe U un sistem de coordonate (2!, ...,2") €
C™ cu proprietatea:

i 0 .
2'(p) = 0, 5 (p) = Vi(p), (V)i € {1, ..., m}.
Fie B = (b’)l] matricea antihermitiand (dec1 cu proprietatea B = —‘B)
definitd prin b} = — ©7_,[[,(p)zF — {p}zk]

Matricea A = expB va fi atunci unltara Ca urmare, campul de
repere {W;, ..., W,}, dat de W, = o]V}, (V)i € {1,...,n}, este cAmp de
repere de tip (1, 0), normal in punctul p. In adevir,

Vw,W; = a][V;(a}) + &TEIV, (V)i 5 € {1,...,n} (2.40)
Din definitia matricei A, avem V,(ak) = Vi (b3)a¥, (V) ¢, 5,k € {1, ..., n}.
Rezulta:

Vo(@h)(p) = ~T%,(p), (Vi k,7 € {1, ..} (2.41)

j
Atunci, din formulele (2.40),(2.41), deducem:

(v”,i["f]—)(p) = ()) (V)l)_} c {1, ...,TL}.D

Observatie. Fie {11,..,V,} un camp de repere de tip (1,0), nor-
mal in punctul p € M. Fie {w',...,w"} campul siu dual de corepere.
Rezultd cd w’ este 1— formd de tip (1,0) si (Vi) = 67,(V)i,j €
{1,..,n}.

Deducem imediat, oricare ar fi indicii ¢,j € {1,...,n} :

(Vvw?)(p) = (Vi) (p) = (Vaew?) (p) = (Vaew?)(p) = 0

Urmarim sa exprimam laplacianul pe o varietate Kahler M, de di-
mensiune 2n. Notatiile sunt cele anterioare. Amintim cd CP9(M) = CP9
este spatiul (p,q)— formelor complexe. Fie {V},...,V,} un camp de
repere de tip (1,0) si {w',...,w"} cAmpul sdu dual de corepere, definite
pe un deschis U din M. Pe spatiul formelor se introduce un produs
scalar, notat <,> . Notand cu I multi-indicele I = (i),...,%,), unde
i, .ot € {1,.,n},4 < ... < i, | I |= p, vom conveni si scriem
wh = wh A LA wiP,wT = W' A ... Aw®. Oricare ar fi multi-indicii
I,J K, L, se defineste produsul scalar <, > prin formulele:
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<whw >=<ww/ >=0
i Odaca I £ J
< w! w’ >:{ 7J

1daca I =J (2.42)
<w AW WK AWE >= 0 <whwt >
’ <w!, Wk > 0

si se extinde prin liniaritate la orice doud forme complexe.
Se introduce operatorul * al lui Hodge astfel:

FICPI S CPMTITP o AM Y =<, Y > (, (2.43)
(M) e CP9,p — arb. '
unde Q= "w! Awl... Aw™ A W™

Exemplu. Fie ) = fw'A...Aw? Aw'A... AwT unde f este o functie
diferentiabild definitd pe deschisul U, cu valori complexe. Atunci vom
verifica egalitatea:

o =€efwIt' A AW AWPTIA L AWT, unde € = (=1)V,

N=n(n-1)/2+1+p(n—q) (2.44)

Evident cd ¢ A* ¢ = 0, dacd forma ¢ contine cel putin una dintre
formele wIt!, ...,w",wm, ...,w™, iar produsul scalar < ¢, ¢ > este de
asemenea nul, deci formula (2.43) se verificd in acest caz. Ramane de
verificat formula (2.43) alegand ¢ = gw' A ... AwI Aw' A ... AwP, unde
g : U — C este o functie diferentiabild. Avem :

<o, >0 =—fgQd (2.45)

1ar
0 At v = Efg(_1)p(n—q)+n(n—2)/2Q, (246)

Din (2.45), (2.46), deducem ci alegand € = (—1)", unde N este dat de
formula (2.44), egalitatea (2.43) se verifica.

Varietatea M fiind Kahler, tensorul sau Nijenhuis NV este nul si din
Propozitia 4 se deduce cd oricare ar fi (p,q)— forma ¢ avem:

dp € CPTH g CP It (2.47)

Pentru a beneficia de structura de varietate Kahler a varietatii M, se
considers operatorii 9 : CP9 — CPt19. 3 : CP9 — CP9*! incat d = 9+ 0,
descompunere ce corespunde sumei directe (2.47).

De exemplu, dacd local, in coordonatele complexe (z!,...,2"), se
considera (p, q)—forma:
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_ i i 7 Ja

Y= Z Qi) ipjrje @2 N o AdZ® AdZT A LA dZ,
11<...<ip
Nn<a.<Jg

atunci:

0a;, i _ _ — _
dp = Z %k]lm]qdz’c ANdZ" A . ANdZP ANdZ A N dDP0

iar

gcp = Z -qLi"Fj‘"ﬁdzE/\ dz'' A ... Adz® A dzZ' A .. A dzj_".
1 <...<1p az

<<y
k=1,..,n

Definim de asemenea operatorii 6,0%,0 adjuncti formal respectiv
ai operatorilor d, 3,0 :

§=-*d",0"=-"0,0 =—-"0".

Observamn ci § = 8* + 0. Se noteazd O laplacianul complex, definit
prin formula:

0=00 +090. (2.48)

Evident, conjugatul laplacianului complex O este:

O=0'0 + 08". (2.49)

Are loc urmatoarea:

Propozitia 12. Fie {V}, ..., V,} respectiv {w!,...,w™} un camp local
de repere de tip (1,0) respectiv campul sdu dual de corepere definite pe
un deschis U al varietdfit Kahler M. Dacd V este coneziunea Levi-
Civita a metricii hermatiene g atunci au loc formulele:

0= Z;;lwi A VV,-,E = z;;lw;/\ VVT’

. 0 - _ _ 2.50
0" = — j=1 1(Vj)VV;,3 = —Z?=1 ’(VJ")VVJ' ( )

Demonstratie. Fie { X1, ..., Xp, JX1, ..., JXp} un camp ortonormat
de repere al varietdtii riemanniene (M, g). Pe de alta parte, si con-
sideram {8',...,0", —J@', ..., —J0"} campul corespunzitor de corepere
dual.

Din Propozitia 2, cap.1, deducem, utilizand formula (1.18):
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d=) 6'AVx, = JO AV,x,. (2.51)

=1 i=1
Vom alege, oricare ar fi indicele j € {1,...n} :
1
—50V5 +15), (2.52)

si va rezulta, deoarece JV; =iV, (V)j € {1,...,n}:

X]':

JX; = —=(V; - V3) (2.53)

V2
In plus,

1 - _ .
= —(w +u’),J¢ = — w). (2.54)

i
vz Vol
Deci, avand in vedere (2.51), (2.52), (2.53), (2.54) deducem

d=Y () AVy, +w AVy).
7=1

Avem astfel, expresiile locale (2.50) pentru operatorii 9, respectiv 0.

Expresiile locale (2.50) ale operatorilor 8%, respectiv 8 se obtin
utilizind formula (1.18) valabila pe orice varietate Riemann. Avem, in
cazul nostru:

6 = - i[l(X])VXJ + Z(JX])VJXJ] (255)

J=1

Deducem, din (2.52), (2.53), (2.54), (2.55), formula:

- i[i(vj)vvj_nti(V;)VvJ

j=1

Avem astfel, expresiile locale (2.50) ale operatorilor 8*, respectiv 0 .0

Exercitii.

1) Aratati ca formulele (2.50) nu depind de campul de repere de tip
(1,0) considerat. Indica fie. Se are in vedere proprietatea matricei de
trecere intre doud campuri de repede de tip (1,0) de a fi unitara.

2) Demonstrati ca:

E=00"+00*+00+89=0

Indicafie. Se folosesc formulele (2.50). Se considerd {V},...,V,,} camp
de repere de tip (1,0), normal in punctul p fixat. Va rezulta:
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E=— Y [ Ai(V)Ryy, +& Ai(Vi)Ry].
Jk=1

Varietatea M fiind varietate Kéhler, avem (2.19), de unde deducem ca:

R(V;, Vi) = R(JV;, JVk), V)4, k € {1,...,n}.
Am folosit mai sus notatia R(X,Y) = Rxy oricare ar fi X, Y € X(M).
Cum JV; = iV;,oricare ar fi indicele s € {1,...,n}, rezultd: R(V}, Vi) =
0. Analog R(V5, V%) = 0.

Alte rezultate de tip Bochner

Urmarim sa exprimam local laplacianul complex O.
Teorema 13. (Formula Weitzenbock pe varietdti Kahler) Pe o
varietate Kahler M, de dimensiune reald 2n, au loc formulele:

ZVV ve Z: w /\z(l YRy - (2.56)
i,j=1
ZV Vivs +ZRVV - z W /\l(V)Rvy_ (257)
=1 1,j=1

unde {Vi, ..., V,} este un camp local de repere de tip (1,0), {w', ..., w"
este cimpul sdu dual de corepere, iar V? si R au semnnificafia obisnuitd
pe o varietate Riemann (vezi gi teorema 3, Prima formuld Weitzenbock,
capitolul I).

Demonstrafie. Vom demonstra mai intai formula (2.57).

Se constatd imediat, prin calcul, cd membrul drept al formulei
(2.57) este invariant la schimbarea campului de repere de tip (1,0),
{V1,..., Va}, ales pe un deschis U C M. Fie x € U un punct arbitrar
fixat. Putem considera atunci {V;,...,V,} un cimp de lepew de tip
(1,0), normal in punctul z. Remarcim imediat ci i(V;)w* = ok
in punctul z, avem Vy, i(V;) =i(V;)Vy,, (V)4 k € {1,...,n}. -\Lunm in
punctul x, se verilica succesiv egalititile:

90" = =3 W' AVy (V) Vi) = - Zw/\z Vv Vi (2.58)

0°0 = — 0 (i(Vj) Vi) (W A V) =
J 1[ (V (Vv_w ) A Vy + L( )(w A Vv Vv)] = (2.59)

SR i(Vy) (w0 AVVy,).
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Din (2.58), (2.59) deducem ca, in punctul z, avem:

00" + 00 =

= - L5 VeV + 3o [w A (V) ViV, — Wt Ai(V) Vi V]
deoarece i(V;) este antiderivare.

Avand in vedere ci, in punctul z, avem egalitatea VV;VV,- = Rv',v,. +
Vi §i By = — Ry, rezulti ci, in punctul z, (2.57) este adeviratd.
Cun{, conform lemei 11, se poate alege un camp de repere de tip (1,0),
normal in orice punct, deducem cd (2.57) este adevirata pe deschisul
U. Egalitatea (2.56) se deduce prin conjugarea egalititii (2.57).

Se demonstreaza imediat egalitatea:

O=0O (2.60)

Exercitii.

1) Ardtati cd O = 3A.

Propozitia 14. Daca ¢ este forma de tip (p,0) seu (n,q) cu 0 <
P, q < n, atunct, cu notafiile anterioare, avem:

Op =~ 3 V2,0 (2.61)
1=1

Daca ¢ este forma de tip (0,q) sau (p,n) cu 0 < p, g < n, atunci:

n
Op = Y [~ V39 + Ryzg). (2.62)

i=1
Demonstrafie. Prin conjugare complexa orice forma de tip (p,0),
respectiv (n,¢) devine formd de tip (0, p) respectiv (g, n), oricare ar fi
numerele naturale p,q, 0 < p,q < n. Ca urmare, (2.62) se deduce prin
conjugarea egalitatii (2.61). Se are in vedere, de asemenea, ca membrul
drept al formulelor (2.61), (2.62) este invariant la schimbarea campului
de repere de tip (1,0) ales, {V1,..,V,}. Fie z € U un punct fixat.
Alegem {Vi,..,V,} camp de repere de tip (1,0) normal in punctul z.

Ca urmare, in punctul z, au loc egalitatile:

V%".VT = Vv,. VVT, RViV,‘ = VV,-VVJ—. — Vv]__Vvi.

Vom demonstra acum formula (2.61).
Daci ¢ este formd de tip (p,0), atunci Ry,1.p este de asemenea
forma de tip (p,0). Deci, in formula (2.56) avem:

W' A i(V5) Ry = 0, (V)i € {1, ..., n},

de unde rezultd (2.61).
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Dacd 1 este formid de tip (n,q), atunci w* A i(V;) = 6ip. Luand
¥ = Ry, din (2.57), deducem (2.61). O

Oricare ar fi ¢ o (p,q)— formad pe varietatea Kahler M, definim
norma sa, notatd | ¢ |, prin formula | ¢ [*=< ¢, % > . Amintim ci in
Propozitia 5, din capitolul I, am dedus expresia locala a laplacianului
functiei | ¢ |?, unde ¢ este o p—forma definiti pe o varietate Riemann.
Analog, cu notatiile anterioare, pe o varietate Kahler, avem:

Propozitia 15. Dacd ¢ este o (p,q) formd pe varietatea Kdhler
M, atunci, local:

=0 ¢ )= Tl Viep 2 + | Ve [+

n — — 2.63
+ X< V%’,-V:(pv(p >+ <y, V%/.-V;‘P >]. ( )

Demonstrajie. Deoarece | ¢ |* este o (0,0)— forma, din (2.61)
avemn:

~0le =Y Vi Lol (2.64)
=1

Alegem {Vi,..,V,} camp de repere de tip (1,0) normal in punctul
arbitrar fixat z € U. Deducem, in punctul x :

n n
ZVé;VT | |2: ZVV.-VV; | o |%
=1 i=1

relatie ce conduce la (2.63), avand in vedere ca:

VZ <p,p>=< VZ¢’¢> + < (P,VZ(,—O->,

oricare ar fi Z un camp de vectori complex.O

Vom spune cd (p,¢)— forma ¢ este armonica dacd gi numai daca
Op = 0.

Formula (2.63) se simplificd considerabil daci p este o (p,0) sau
(0,¢q)— forma armonica. In adevar, fie o (p,0)—forma armonica.
Atunci @ va fi (0, p)—forma armonicd. Tinand seama de (2.61), respec-
tiv (2.62) avem relatiile:

n n n
Z V%‘.— P = 0, z V%/.— P = Z Rv,-v{@',
=1

i=1 =1

care utilizate in (2.63), implica:

—0|p =31V P+ Vie P+ <@, Ruud > (2.65)
=1
Ultimul termen din formula (2.65) are o interpretare geometrica

interesanta, pe care o dam in cele ce urmeaza.
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Fie € M un punct arbitrar fixat. Aplicatia (p,%) =< @, ¥ >,
cu p, doud (1,0)— forme conduce la un produs scalar hermitian, in
spatiul cotangent, in punctul z, complexificat. Ea se extinde in mod
natural la forme de tip (p,0), oricare ar i p € {1, ...,n}.

Fie ¢, doua (p,0)— forme arbitrare. Atunci:

< Ryyep, ¥ >= — < ¢, Ry > . (2.66)

In adevir, deoarece (p, ) =< p,1 > este o functie, avem:

Ry < 9,9 >=0 (2.67)

si, pe de alta parte:

Ry < (P,E_>= Vi(V:< 9,9 >_)—

Folosind proprietatea conexiunii Levi-Civita de a i metrica, rezulti:

Ry, < 0, >=< Rv.v.0,% > + < @, Ry > (2.68)

Din formulele (2.67), (2.68), urmeaza (2.66). Deci, putem scrie:

< RV,-VT(P,J >=< y, RV.-VlJ»b > .

Deci operatorul 327, Ry, este hermitian in raport cu produsul scalar
hermitian pe (p,0)—forme.

Consideram endomorfismul 377, Ry definit pe spatiul cotangent
in punctul € M. Atunci, valorile sale proprii vor fi reale. Pe de
altd parte, daca £ este vector propriu corespunzator valorii proprii A,
atunci JE are aceeasgi proprietate, deoarece varietatea M find vari-
etate Kahler, deducem ca 7, Rviv',Jﬁ =JY, Rv,-v;f- Ca urmare,
V= -\-%(f—i.]f) este vector propriu corespunzator valorii proprii A. Mai
mult, deoarece JV =iV, rezulti ci V este de tip (1,0). Se observi ci £
este vector propriu al endomorfismului 377 ; Ry,v. ce corespunde valorii
proprii (—A). In adevir, i=1 Rv,ii€ = A€ conduce prin conjugare com-
plexd la :‘zlm = A §i cum R_v:v;—f = —Rv..v‘,f, rezulta afirmatia
ficuti. Ca urmare, V = %(& +1J€) este vector propriu al endomorfis-
mului 3202, Ry,v., corespunzator valorii proprii (—A). Mai mult, el este
de tip (0, 1). Exista deci v un covector real incat V' = 715(7 —iJy), s,
ca urmare, V = 715(7 + iJ7). Deci, g fiind metrica hermitiand pe M,
din care provine metrica <, >, avein:

<V, V >=g(v,7).
Putem alege insd pe v incat g(7,v) =1 si rezultd <V,V >=1,
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Fie acum V), subspatiul vectorilor proprii corespunzatori valorii pro-
prii A € R, a endomorfismului Z:;‘leV,.v7 al spatiului cotangent in
punctul z, complexificat, TI‘CM. Am aratat mai sus ca putem alege
V € Vi un vector de tip (1,0), cu proprietatea g(V,V) = 1. In plus,
avem V € V_, si V este vector de tip (0,1). Considerim P, planul
vectorial generat de {V,V'}. Forma biliniard simetricd g p,este nedege-
neratd deoarece matricea ei asociatd in reperul {V,V} este nedege-

neratd; ea este:
<V,V> <V,V>)\ (01
<V,V> <V,Vv> ) \10)°

Deducem ci planul P, admite un complement ortogonal P;- incat
T:CM = P, ® P4 .

Pe de altd parte, restrictia endomorfismului 37, Ry, la Pt este
un endomorfism al lui P;" si are aceleagi proprietdti ca si %, Ry, Ve
Se poate continua procedeul descris mai sus. Dupd n pasi se obtine o
bazd { €',...,€" €Y, .., €7} a lui T*CM formatd din vectori proprii ai
endomorfismului }°7; Ry, incat

< E,6 >=0,,6Y ., e TOM. (2.69)

Consideram Y7, Ry, € = A& (nu se sumeaza dupid j). Deoarece
£, ..., €" sunt 1— forme de tip (1,0), oricare ar fi j € {1,...,n}, existd
1—forma reald 77 cu proprietatea £ = %(fyj —iJ9).

Din (2.69) deducem ci B ={~', Jy!,...,9", J¥"} este o bazi orto-
normata in raport cu g, a spatiului cotangent in z la M.

Fie {e, Jey, ..., €5, Je, } duala bazei B, care este baza ortonormati
in T, M. Expresia 2, Ry, nu depinde de alegerea campului de repere
{V1, ..., Vi, } de tip (1,0). Atunci, este indicat si alegem:

1

Vi(z) = ﬁ(e]- —iJe;),(V)j € {1,...,n}.

In punctul x, avem, oricare ar fi indicele j € {1,...,n}

A =< T Ry, & >= — < T Rle;, Je)y!, Jy >=
= - :z:l R(ei,Jei)ej,Jej > .

Din identitatea Bianchi, deducem:

/\]' = Z[< R(cj,ei)ej,ei >+ < R(ej,Jei)ej,el- >|.

=1

Astlel, tn punctul x, am demonstrat ca

A_] = —Ri(;((‘.j,(,’,j), (V)] (= {1,..., n}.
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Amintim cd ¥, Ry;v- actioneazd ca o derivare pe algebra tenso-
riali. Este comod si utilzim, #n punctul x, scrierea ¢ = 3", €/, unde
I= (i1, 1), 01 < ... <ip, o1 € RE = EV A .AE™. Pentru a simplifica
calculele, fard a restrange generalitatea, vom considera I = (1,...,p).
Atunci:

n P n .
Qo R ) =3 A LA Ruae)E A AEP = (AL + .+ A)EN
1=1 i=1

j=1

Se observda ¢ {€'}, este o bazi ortonormati in raport cu produsul
scalar <, > pe spatiul formelor de tip (p,0), in punctul z. Ca urmare,
oricare ar fi o (p,0) forma ¢, in punctul z avem:

< gO,ZRv,-vTZﬁ >= =< Z RV,—V;SO,_@ >= = Z(Z’\J) | or |2a

i=1 i=1 [ jerl

de unde: .
< @, z R"]'VT@ >= Z | Or |2 Z RiC((ﬂj,(ﬂj).
i=1 I jer

Cum ins&, oricare ar fi indicele j € {1,...,n} :

n - n
/\_] =< Z RV,‘V;&-JaE] >=< ZRV,'VT‘/ja ‘/; >,
=1 =1
putem considera A; valoare proprie corespunzitoare vectorului propriu
Vi, (V)j € {1,...,n}. Cu notatiile anterioare, avem:

Teorema 16. Fie M o varietate Kahler de dimensiune reald 2n.
Consideram {e,, Jey, ..., e, Je,} 0 bazd ortonormatd din T, M, cu pro-
prietatea cd vectorit complesi de tip (1,0) :

. 1 . :
‘/](.L) = —\/—§(€j - lJGj),] S {1,,”}
sunt vectori proprit ai endomorfistnulut 37, Rv,v- al lut ToM cores-
punzatori respectiv valorilor proprii reale A;,j € {1,...,n}.

Fie {€',..,€"} duala bazei {Vy,...,V,,}, de tip (1,0). Dacd ¢ =

S 0iE" este o (p,0)- formd armonicd, atunci:

-0Ol¢ |2: :L=1“ VVl.—/\P |2 + I Vv.p |2]+ (2.70)
+ 2 1(Zjer Riclej e5)) | or 2

Conjugata complexd a unei (0, p)—forme este o (p,0)— forma.
Avand in vedere faptul cid | ¢ |=| @ |, deducem cid (2.70) este
adevaratd si pentru (0, p)— forme.
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Este cunoscut [10] ci pe o varietate K&hler *0 = 0%, unde * este
operatorul lui Hodge, complex. Daci ¢ este o (n, g)— form4, atunci *p
este o (n — ¢,0)— formi, de unde deducem ci (2.70) este adevirati si
pentru (n,q) si (p,n) forme.

Pentru a putea enunta un nou rezultat de tehnici Bochner, pe o
varietate Kahler, definim acum notiunea de curburd bisecfionald. Fie
v, w vectori unitari din spatiul tangent in punctul £ € M, unde M
este o varietate Kahler de dimensiune reald 2n. Prin definitie, curbura
bisectionald B(v,w) a planului Sp{v, w} este:

B(v,w) = — < R(v, Jv)w, Jw > . (2.71)

Observatia urmitoare ne aratd motivul pentru care B(v,w) poartd
numele de curburi bisectionala.
Din identitatea lui Bianchi, rezulti:

< R(v, Jv)w, Jw >=< R(w,v)w,v > + < R(v, Jw)v, Jw > .

Deci B(v, w) este suma a doud curburi sectionale.

Recomandam urmadrirea atentd a proprietatilor expuse in setul de
exercitii de mai jos. Ele se vor utiliza ulterior.

Exercitii

1) Fie V = V| + iV, un vector complex unde V;,V, € T,M. Vom
spune ca V] este partea reald a vectorului V' si vom nota V; = ReV.
Atunci, oricare ar i V,W € TCM doi vectori de tip (1,0) cu propri-
etatea < ReV, ReV >=< ReW, ReW >=1, avem:

1 e
B(ReV,ReW) = - < RV, V)W, W > . (2.72)

Indicafre. Verificarea egalitigii (2.72) se face prin calcul, folosind (2.71).

2) Tensorul de curburd R al unei metrici Kahler are urmatoarele
proprietdti: daca {V1,...,V,} este un camp de repere de tip (1,0), iar
{w!,...,w"} este campul siu dual de corepere, atunci

= — Z?:l Rijlkwl; R(‘/Z) V?)wk = Z?:l }?’ijklw['
RV, V)Vk = = > RiuVi, Rijir = Rukj, Rijut = Rjux, (2.74)
=1

p— —_ | 24

Rijii = Rijir, Riju = Ry (2.75)

Teorema 17. Fie M o wvarietate Kahler, compactd, cu curbura
bisectionald nenegativa. Atunci, orice (1,1)— formd armonicd reald pe
M este paraleld. Dacd curbura bisecfionald este quasi-pozitivd, orice

(1,1)— forma armonicd reald este multiplu real de forma Kahler.
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Demonstrafie. Fie ¢ o (1,1)— formi armonici, reald. Deci, p =%
gi din (2.57), (2.56) avem, cu notatiile din teorema 13, respectiv:

> Viww =Y Ruwe+ 3w Ai(V)Ryp =0 (2.76)
i=1 i=1 i,j=1
- Z V%’,—V'JP + z w' A i(V]-)Rvjv;SO =0. (2.77)
=1 ij=1

Cum, din (2.63) avem:

O |*= Z[I Ve |+ | val2]—2Z<Vvv<p,so>

=1 =1

rezultd din (2.77):

n n -
—01 o P=Y (I Vup P+ Vnp Pl+2 < 3 o Ai(V5)Ryue,0 > |

i=1 i,y=1
(2.78)
Introducem acum notatia:

n -
F(p) =< 3w Ni(V3) Ry, >
i,j=1

Deoarece ¢ este (1,1)— forma reald, exista local (1,0)— formele
{6, ... 0”} cu proprietatea < 6,67 >= 8.5, (¥)i,5 € {1,...,n}, astfel
incat o = 5 30, <,010’/\0’T, unde ¢y, ..., @, sunt functii continui cu valori
reale. Cum campul de repere { w',...,w™"} este arbitrar, putem alege
w'(z) = @*(z) oricare ar fi indicele i € {1,...,n}, unde z este un punct
arbitrar fixat. Deci, in punctul z, avemn ¢ = .'
urmare, utilizind (2.73), rezulta:

i= 1<p1w A wt s, ca

b=t @' A’(V)RVV‘P 3 T ike 1“7/\1'(V )va(cpkw /\w)
zzzuk 1 PrW’ /\l( [Rvjvw A wk +w /\vaw]
l l,],k 199/:‘*) /\Z(V [Rmkw AWk + wk /\Rﬂk,w] =
= l k= L Pr[Riw' A w' Rﬂkjw A wk].

Atunci:

F(‘P) = —% Zj,k,s=1(Rkitk(Pk%5§5i - Rjikjiﬂkﬁosﬂ(sf) =

_41[2;:,,,-:1 Rkssk(pk(Ps - Z;'l,s=1 stsj(()os)2]-
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Din (2.75), urmeaza acum:

F(‘P) = —%[Zz,sﬂ Roskiorips — Z;-l,szl Rssjj(%)2] =
=3 Z?,s=1[—2Rfsjj<P190s + Riysjj(s)? + Rjjss(05)?] =
= 5 Ls=1 Resji(05 — ©s)%

Din (2.78) deducem:

n 1 n
—Ole =)l Vip P+ Vo P14+ = Y Ryile; — vs)™

i=1 4 j,s=1

Acum, din (2.72) avem:

1
B(ReV;, ReV;) = ZRssjja

iar din ipoteza teoremei deducem R,,;; > 0, oricare ar fi indicii 5,5 €
{1,...,n}. Caurmare, —0 | ¢ |*> 0, in punctul , arbitrar fixat, de unde
~O | ¢ |>> 0 pe tot deschisul considerat. Din principiul maximului al
lui Hopf, avem deci

vVi(p = VVTKP =0, (V)L € {1, ...,n},

adica ¢ este paralela. In plus,

> Rusjilpi —9s)* = 0.
7,s=1
Presupunand ca exista un punct 2 cu proprietatea ¢ — R,,;;(x) > 0,

rezultd ;(z) = ps(x),(¥)j,s € {1,...,n}. Notam a = p,(z) = ... =
on(z). Observim cd o € R, deoarece (1, 1)— forma p este reali. Forma
Kahler pe M fiind ® = —iY}_ w’ A w?, deducem ¢i p(z) = ad(z).
Fie acum (1, 1) forma ¢ — af2. Ea este paraleld gi nula in z. Rezultd ca
ea este nuld, deci ¢ = o), € R.
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Generalitati

Notiunea de algebra Clifford este indispensabila pentru constructia
unor structuri avand ca bazd o varietate Riemann ca, de exemplu,
fibrarea Clifford sau eventuale structuri spinoriale. Introducerea aces-
tor structuri va permite definirea operatorului Dirac care joacid, pe
aceste structuri, un rol asemadanditor cu operatorul Laplace, studiat an-
terior. Unele rezultate de tip Bochner obginute in capitolele precedente
capatd demonstratii mult mai clegante utilizand formalismul Clifford.

Definitie [3]. Fie V" un spatiu vectorial peste corpul comutativ K,
de caracteristicd diferitd de 2 gi Q : V — K forma patraticd asociatd
formei biliniare simetrice B : V x V" — K.

Se numeste algebra Clifford asoctatd formet patratice () si se noteaza
C(Q) o algebra asociativa peste corpul K,cu element unitate 1, cu
urmadatoarele proprietati:

i) Existd 6: V. — C(Q) o aplicatie liniard cu proprietatea

(6(x))* = —-Q(2)1, (V)x € V;

it) Oricare ar fi algebra asociativd 4 peste corpul K, cu element
unitate 1 gi aplicatia hiniard v : VV — A cu proprietatea

(w(z))? = -Q(z)1, (V)z €V,

rezultd ca existd un morfism de algebre unic v’ : C(Q) — A ce face
comutativa diagrama:

99
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C(Q)
o Nou' (3.1)
|74 u A
_>

Teorema 1. Dacd eristd, algebra Clifford C(Q) este unicd pdind la
un izomorfism.

Demonstratie. Presupunem ci existd C(Q) si C(Q)’ algebre Clif-
ford asociate formei patratice @ : V — K. Notdm cu 6 : V — C(Q)
respectiv @ : V — C(Q)’ aplicatiile liniare date de proprietatea ¢) din
definitia algebrei Clifford C(Q), respectiv C(Q)'.

Utilizand proprietatea i) din definitia algebrei Clifford C(Q), cu
algebra A = C(Q)' si aplicatia liniard u = ¢ : V — C(Q)’, rezultd
cd existd in mod unic un morfism de algebre v’ : C(Q) — C(Q)' cu
proprietatea u' o 0 = @'.

Inversind acum rolul celor doud algebre Clifford C(Q) si C(Q)
rezultd un unic morfism de algebre v” : C(Q)" — C(Q) cu proprietatea
cau" ol =6.

Deducem cd u"ou' o = 6 gi w'ou"08' = §'. Rezultd v’ ou” = Id¢ gy
si ' ou' = Tdgg). In adevir, de exemplu egalitatea u' o u” = Id¢ gy
rezultd astfel: considerand in proprietatea i) din definitia algebrei Clif-
ford C(Q)', algebra A = C(QY), iar aplicatia liniard © = ¢, deducem cd
Id¢(y este unicul morfism de algebre cu proprietatea Idggy 06’ = 6.
Atunci, din egalitatea u' o u” 0 ' = 8’ deducem ca u' o u" = Id¢(qy.

Am demonstrat astfel ¢d morfismele de algebre v, «” sunt unul in-
versul celuilalt, deci sunt izomorfisme. Ca urmare algebrele C(Q) si
C(Q) sunt izomorfe.O |

Dam in continuare demonstratia teoremei de existenta a algebrei
Clifford C(Q) din [3].

Teorema 2. Oricare ar fi forma patraticd Q : V — K definitd pe
spafiul vectorial V' peste corpul comutativ K, de caracteristica diferild
de 2, existd algebra Clifford C(Q).

Demonstrajie. Fie algebra tensoriald a lui V :

TV)=KoVeoVaVae..

si 1(Q) idealul bilateral generat, in aceastd algebri, de citre elementele
de forma 2 ®@ 2 + Q(z).1,z € V. Vom demonstra cd C(Q) este izomorfi
cu algebra T(V)/I(Q). In adevir, fiep : T(V) — T(V)/I(Q) morfistul
canonic §i i : V. — T(V) incluziunea. Atunci aplicatia § = p o i are
proprietatile cerute de ) din definitia algebrei Clifford. Oricare ar fi
vectorul z € V| avem:

(6())? = (poi)(z)(poi)(z) = ple)p(z) = plz ® z) = —Q(x).1.
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Fie o aplicatie liniara u : V — A, cu proprietatea (u(r))? = —Q(z).1,
A fiind o algebrd asociativa cu element unitate 1, peste corpul K. Din
proprietatea de universalitate a algebrei tensoriale T(V'), existd mor-
fismul unic de algebre " : T(V) — A ce face comutativi diagrama:

(V)
1 N
|4 Y A
H
Pe I(Q)) avem u" = 0. Atunci, existd un morfism unic de algebre ce
inchide diagarama:
T(V)/1(Q)
p/ ) N
T(V) u A
__)

Avem, oricare ar fi vectorul z € V :

d(6(z)) = v (p(2) = u'(z) = u(a),

deci ¢’ este morfismul de algebre cerut de proprietatea it) din definitia
algebrei Clifford. In concluzie algebra Clifford C(Q) este izomorfa cu
T(V)/1(Q).0

Este de observat ca rezultatele de mai sus sunt valabile atat in cazul
finit dimensional cat si in cazul infinit dimensional.

Vom utiliza in continuare numai cazul finit dimensional. Pentru a
putea deduce dimensiunea algebrei Clifford, in acest caz, este util de
considerat notiunea de produs tensorial Zo— graduat de algebre Z,-
graduate.

Fie A = Ay ® A, si B = By & B; doui algebre Z,— graduate
asociative, cu element unitate. Algebra C = A é\a B este algebra Z,-
graduata C = Cy & C, unde:

Co= (Ao ® By) ® (A1 ® By),C1 = (Ay ® B1) @ (A1 ® By),
iar produsul este definit prin formula:

(a® bj)(a; ® b) = (—1)Yaa; ® b;b, (3.2)
(V)aEA,bEB,aiGAi,b]-EBj,i,jEZQ. '
Se demonstreazd imediat cd C este o algebra asociativa cu element
unitate 1 = 1"’ ® 1”, unde 1’,1” reprezintd elementul unitate din A
respectiv. B. Produsul tesorial Z,— graduat de algebre Z,- graduate
este asociativ.
Pe de altd parte, fie un corp K si @ € K un element fixat. Se
considera algebra bidimensionald Z, — graduati K («) = K1®K f unde
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1 este elementul unitate al algebrei si f?> = a1. De exemplu, cind corpul
K coincide cu corpul real R, atunci R(-1) ~ C.

Urmaitoarea teorema este foarte utild pentru studiul algebrelor Clif-
ford finit dimensionale.

Teorema 3. Fie scalarit o, ...,a, din corpul K. Algebra Z,—
graduatd A = K (o) ® .8 K(ay,) are dimensiunea 2". Dacd K (o;) =
K10K f;, f? = o;1,(V)i € {1,...,n}, o bazd a algebrei A este

B = {ei, ...e;, }1<ii<..<ip<n (3.3)

s=0,1,...,n
unde pentru s = 0 se considerd prin convenfie elementul unitate al
algebrei A, iar

=1 .180fi®1® .. 1n— factori(¥)i € {1,..,n}, (3.4)

fi ocupand locul t in definirea elementului e;. Mai mult, avern formulele
de calcul:

€:€; + €;€; = 2ai61-]-1,4, (V)'l,] € {1, aeey 'l’l}, (35)
14=1®..®1 (n factori) fiind elementul unitate din algebra A.

Ca algebra Z,— graduatd, algebra A se scrie A = Ay ® Ay, unde
spafiul vectorial Ay este generat de elementele din baza B cu s par ar
spatiul vectorial A, este generat de elementele din baza B cu s impar.

Demonstrafie. Se procedeazd prin inductie dupa n. Daci n = 1,
concluzia teoremei este evident adevarata deoarece, in acest caz, e; =
f1. Presupunem adeviratd concluzia teoremei pentru algebra

A A
B=Kla)®..® K(a,_).
Conform ipotezei de inductie, o baza a algebrei I3 este

/
B = {gil--~gis}1§i1<...<i5§n—1
s=0,1,...,n—1

unde
:=1®.18f,®1®..®1n—1 factori(V)i € {1,..,n — 1},

fi ocupand locul ¢ in definirea elementului g;. Tot din ipoteza de
inductie, sunt valabile formulele de calcul:

9i9; +9;9; = 2011'(51'_7'13, (V)i,j € {1, vy L — 1}, (3.6)
1 =1®...®1 (n — 1 factori) fiind elementul unitate din algebra B.
Avem A =B é) K{«,,), deci spatiul vectorial A fiind produsul tensorial

al spatiilor vectoriale B §i K(a,) va admite o bazi

B" = {gi--9i, ® 1,9i,--9:, ® fu, 18 ® fn,18® 1}i<ii<..cip<n-1. (3.7)

s=1,..,n-1
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Se observa fira nici o dificultate ci B = B”. In adevir, cardB = cardB’
si au loc egalitigile:

9i,---9i, ® 1= (gil ® 1)"'(gis ® 1) = €46y,
16® fn=€r, 1301 = 14,
9i1-9i, ® fn = (9:, ®1)...(;, ® 1)(15 ® fn) = €;,...€,€n,
(v)1§i1<...<is§n—11 S = 0, 1, ey — 1.

Avand in vedere formula (3.6) se deduce formula (3.5). In adevir,
pentru i,j € {1,...,n — 1}, avem:

eiej+ee;=(g:®1)(g;®1)+(9; ®1)(g: ® 1) =
(9:9; + 9;9:) ® 1 =20;6;;1.

Avem de asemenea, pentru orice i € {1,...,n — 1} :

ee, +e,e;, = (gl X 1)(13 X fn) + (]-B ® fn)(gl ® 1) =
gi®fn_gi®fn:0

avand in vedere cd elementul unitate al oricirei algebre graduate face
parte din componenta 0 a algebrei iar g; € By (din ipoteza de inductie),
fa fiind din componenta 1 a algebrei K(a,), conform definitiei acesteia
(vezi de asemenea formula (3.2)).

Ultima afirmatie din concluzia teoremei este evidenti deoarece o
baza avemn B = B”, cu B” data de formula (3.7).0

Teorema 4. Fie K —spatiul vectorial de dimensiune finitd n, cu
caracteristica corpului K diferitd de 2, dotat cu forma patratica @) :
V' — K a cdrei formd polard o notam B. Fie {f\,..., fn} 0 bazd ortogo-
nald in raport cu Q a lui V, incdt B(f;, f;) = —a,0;5, (¥)i, 5 € {1,...,n}.
Atunci:

. A A
CQ)~ K(a) ® ... ® K(a,_1).
Demonstrafie. Vom demonstra ca algebra
A A
A=K(a)) ®..® K(x,)

are proprietitile ¢), 77) din definitia algebrei Clifford C(Q).
Consideram aplicatia

0:V = A,0(f)=e, (V)ie{l,. ,n},

elementul e; fiind definit prin formula (3.4) si extindem aplicatia 8 prin
liniaritate. Oricare ar fi vectorul z € V,z = ¥, 2* f;, deducem:

(9(1))2: Zj:ﬁ’{ii'«'_jeit’j:
= Y (a7)%€ + T il (eie; + ejey).
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Din formula (3.5), avem:
0(a))* = ~[Xaule’) s = ~Q(e)1

Deci aplicatia liniara 6 indeplineste conditia i) din definitia algebrei
Clifford C(Q).

Cu scopul de a arata ci algebra A verificd gi proprietatea i) de
definire a algebrei Clifford C(Q), sa considerdm o K —algebra B, aso-
ciativd, cu elementul unitate 1 gi u : V — B o aplicatie liniard cu
proprietatea (u(z))? = —Q(z)1, (V)z € V. Se pune problema de a arita
cd existd un unic morfism de algebre v’ : A — B cu proprietatea ca
u' 08 = u. O bazi a algebrei A este B data prin formulele (3.3), (3.4).
Definim aplicatia v’ : A — B pe aceastd bazi, apoi o extindem prin
liniaritate. Punem:

u'(eq,--e,) = u(fi))-u(fi,),

WM< <...<i;,<n,s=0,1,...,n.
Deoarece avem (u(z))? = —Q(z)1, (V)z € V, rezulta:

U(fl')‘ll(fj) + u(fj)u(fi) = 2(1’1‘(51']'].,1, (V)'L,] € {1, ...,TL},

adica formule asemanatoare cu formulele (3.5). De aci deducem ca u'
este morfism de algebre. Mai mult, din definitie, v’ 08 = u. Unicitatea
morfismului de algebre v’ : A — B rezultd din constructia sa. O

Observatii

1) Aplicatia liniard 8 : V — C(Q) ce indeplinegte proprietatea ¢) din
definitia algebrei Clifford C(Q) este injectivd, cum rezultd din teorema
4. De aceea, vom considera spatiul vectorial inclus in mod canonic in
algebra Clifford C(Q), aplicatia liniara § : V — C(Q) fiind incluziunea.

2) Dacd dimV = n, atunci dim C(Q) = 2*. Dacd {e),...,e,} este
o baza a lui V7 ortogonald in raport cu forma patratici @, o baza a
algebrei Clifford C(Q) este B, data prin formula (3.3).

3) Algebra Clifford C(Q) este Z,— graduatd si anume,

CQ)=CQ°aCQ)

unde spatiul vectorial C(Q)° este generat de elementele din baza B, cu
s par iar spatiul vectorial C(Q)! este generat de elementele din baza
B, cu s impar. Mai mult, C(Q)" este subalgebra a algebrei C(Q).

4) Oricare ar i z,y € V, se verifica egalitatea:

2y + yr = —2B(z,y).1. (3.8)

5) In particular, daci {e,, ..., e, } este o bazad ortonormata in raport
cu Q a spatiului vectorial real V, incat oricare ar fi indicii 4, j € {1,...,n}
avem B(e;, e;) = €,0;5,¢;, € {—1,1}, atunci:
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eie; +eje; = —261'51‘_7', (V)L,] € {1, ceey ’I’l} (39)

Exemple

1) Fie @ : R — R, forma patratici dati de Q(z) = =%, (V) z € R.
Algebra Clifford C(Q) corespunzitoare este bidimensionali. Fie e = 1
baza canonica a spatiului vectorial R. O bazd a lui C(Q) este {1,e}.
Avem:

el =—1,

gi rezultd C(Q) algebra izomorfa cu algebra C a numerelor complexe.

2) Fie Q : R? - R, forma patratici standard, Q(z) = (z,)® +
(x2)?, (V)z = (21, z2) € R?. Baza canonici {e, e,} a spatiului vectorial
R? fiind ortonormati in raport cu @, deducem ci o bazi a algebrei
Clifford C(Q) este B = {1, ey, e, €;€9}. Legea de multiplicare a algebrei
Clifford C(Q), urmare a proprietatii (3.8), implica:

&= = (ae) = -1
€1y = —'6261,61(8162) = _(6162)6’1 = —ey,
ex(e1er) = —(erer)er = €.

Se observa imediat cd C(Q) este algebra izomorfa cu algebra H a
quaternionilor, un izomorfism al lor fiind dat de aplicatia f : C(Q) —
H, data de:

f(l) = 11 f(el) = i,f(eg) :j7f(ele'2) =k
unde {1,1,j, k} este baza canonici a algebrei quaternionilor.
3) Daca forma patratica @ este identic nuld, atunci algebra C(Q)
este izomorfa cu algebra exterioard AV
Se demonstreaza imediat:
Propozitia 5. Fristd un izomorfism unic de spafit vectoriale h :
C(Q) — AV cu proprietatea:

h(eil'__eis) =e, N...ANe,,

1<y <..<ig<n,s€{0,..,n},e =1, (3.10)

unde {ey,...,e,} este o bazd ortonormatd in raport cu Q a spafiului
vectorial V.

Demonstratia este un simplu exercitiu de algebra liniara.

Este totusi de remarcat ca h nu este un izomorfisin intre algebrele
C(Q) si AV daca forma patraticd @ nu este identic nula. Dacd h ar fi
izomorfism de algebre, oricare ar i vectorul z € V ar urma egalitatea
h(z?) = h(z) A h(z) = 0 sau Q(z) = 0, adici forma patraticd Q ar fi
identic nuld, ceeace este fals.

Propozitia 6. Eristd un unic automorfism o : C(Q) = C(Q) cu
proprietatea cd «fz) = —x,(V)z € V.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



66

Algebre Clifford

Demonstratie. Aplicatia a : V — C(Q),a(z) = —z este liniard
si verifici proprietatea (a(z))? = —Q(z)1. Ca urmare a proprietitii
de universalitate a algebrei Clifford, deducem ca exista un morfism de
algebre unic @ : C(Q) — C(Q) ce face comutativa diagrama:

c@Q)
6/ \y &
Voo C@Q
Rezulta
afe;,...e;,) = (=1)%;, .6, (V)i<iy) < ... <i,<n,s=0,1,...,n,

unde {ey,...,e,} este o bazi ortogonald in raport cu Q a lui V. Ca
urmare, @ : C(Q) — C(Q) este un automorfism. Se noteazd & cu «.O
Observim c& a® = Idg(q) iar

CQ)P ={9eC@) |afg) =9},C(Q) ={g€C(Q) | alyg) = —g}.

Automorfismul a : C(Q) — C(Q), dat mai sus, poartd numele de
automorfismul canonic al algebrei Clifford C(Q).

Algebra Clifford C(Q) posedd de asemenea un antiautomorfism 3 :
C(Q) — C(Q) pe care il definim mai jos. Facem urmdtoarea observatie
preliminard: dacd A este o K— algebra, spatiul vectorial A poate fi
dotat cu o noud structura de algebra Acu multiplicarea x : AXA > A
datd de formula:

rxy =yzx, (V)z,y € A,
unde juxtapunerea din membrul drept reprezinti produsul in algebra
datd A. Daca algebra A este comutativa, atunci A = A .

Fie acum algebra Clifford C(Q). Consideram algebra C((Q). Notam

6 :V — C(Q) incluziunea. Avem:

6(z) * 6(z) = B(z)6(c) = —Q(x)L,

deci existd un unic morfism de algebre 8 : C(Q) — C/(-C\,)) care face
comutativa diagrama:

c(Q)
o 7 N8
v C@

Rezultd
ﬂ(e,—l...eis) = eis...el—, = (—1)3(8_1)/261'1...61'_\_,
V)i<ig<..<i,<n,s=01,..,n,

unde {ej,...,e,} este o bazi ortogonald in raport cu @ a lui V. Ca

—

urmare, 3: C(Q) — C(Q) este un izomorfism ce poartd numele de
antiautomorfismul canonic al algebrei Clifford C(Q).
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Grupurile Pin si Spin

In cele ce urmeaza, vom restrange generalitatea considerand spatiul
vectorial R" dotat cu forma patratica standard

Q(l') = 1‘% + ...+ .'I}12” (V).’E = (IL'l, ...,$n) € R".

Este de observat ca forma polara a lui Q este produsul scalar stan-
dard <, > pe R". Vom nota Cl,, algebra Clifford corespunzitoare. Se
introduce grupul multiplicativ C[ al elementelor inversabile din al-
gebra Clifford Cl,,. De exemplu, oricare ar fi vectorul nenul z € R",

rezultd x € C(Q)* deoarece z admite elementul invers 27! = —Q(lx)z.

Construim reprezentarea p : Cl} — GL(C(Q)) a acestui grup. Prin
definitie ludm:

p(g)r = afg)rg™", (V)g € CL,,x € C(Q).

Consideram acum grupul Clifford €2, care este grupul elementelor din
Cl,, ce invariaza R" :

Q= {g€Cl,|p(g)x € R (V)z € R"}

i 7y restrictia reprezentdrii p la €. Se observd imediat ca

1(9)z = a(g)rg™" = gx(a(g)) ™, (3.11)

(V)g € Q,z € R".

In adevar, dacd g € Q,z € R", atunci v(g)z = a(g)rg~" din definitia
reprezentirii v. Mai mult, cum v(g)x € R", deducem aplicind auto-
morfismul canonic « ambilor membri ai acestei egalitagi:

—(g)z = ga(x)(g™!) = —gx(a(g)) " (3.12)

Propozitia 7. Oricare ar fi vectorul y € R", rezulta ca y € 2 si
Y(y) = sy, unde s, este simetria definitd de vectorul y.

Demonstrafie. Calculim «y(y)z, (V) z € R*. Cum a(z) = -z,
rezulta:

—x dacd y = x,

(N — =l
1(v) Ty { y daca < x,y >=0.

Deci y(y) = 5. O

Fie O(n) grupul ortogonal.

Propozitia 8. Imy = O(n),kery = K*.

Demonstrafie. Demonstriam mai intai c¢d oricare ar fi g € {2 avem
+(g) € O(n). Necesar si suficient ca o aplicatie liniard a spatiului vec-
torial R" sa fie ortogonalad este ca ea sd ducd orice bazi ortogonald
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intr-o bazd ortogonald. Fie {e;,...,e,} o bazd ortogonald a lui R
si i = v(g)ei,t € {1,...,n}. Utilizdnd (3.11) i (3.8) calculim, (V)
i,j€{l,..n}

(v(9)es)(v(9)e;) + (v(9)ej) (v(g)e:) =
a(g)(eie; + eje;)(a(g)) ™ = =261 = -2 < v(g)ei, v(g)e; > 1°

deci < y(g)e;,v(g)e; >= 0;j,(V)i,j € {1,...,n}. Ca urmare, y(g) €
O(n) deci Imy C O(n). Pentru a demonstra incluziunea opusi, fie
u € O(n). Conform teoremei Cartan, transformarea ortogonald u este o
compunere de cel mult n simetrii. Existd vectoriiz,,...,x, € R*, h < n,
cu proprietatea u = S;, 0 ... 0 5;,. Fie elementul g = z,..75 € {1
Conform Propozitiei 7, y(g) = sz, © ... 0 55,, deci Imy = O(n).
Examindm acum kery. Un element g € Q este din kery daci si
numai dacd y(g)z = z, (V)z € R". Fie {ey, ..., e,} 0 bazi ortonormata

a lui R* si B = {e;,,...€;, }1<i1<...<i,<n baza corespunzitoare din Cl,.
5=0,1,...,n
Elementul g se scrie:

_ iyeds ]
g = Z q $€ipy ---Ci.

1<11<...<1,<n
s=0,1,...,n

Cum g € kervy, oricare ar fi € {1,...,n}, rezultd ge; = e;g, adica:

S il...l- _ 111 . .
> (=)°g" e, ...e0,6; = ) g e, e, (3.13)
151;1(...(1_.:511 1Si1<...<’i5§1l
s=0,1,....n s=0,1,...,n

Se constatd imediat cd {e;,...€;,€;}1<i<..<i,<n €Ste un sistem de ele-
5=0,1,...,n
mente liniar independente din Cl,,, deci constitue o noua baza a algebrei

Clifford Cl,,. Pe de alta parte, (V)1 <4, < ... < i, <n,s € {0,1,..,n}:
€65,y €4, = E('il, cey LS, i)ei“ - €4,€4,

cu €(7y, ..., 45 4) € {+1, —1}. Deci (3.13) implica (V)1 <4 < ... <5 <
n,s € {0,1,...,n}:

i1...is

(—)’gi““iseil, €y, = €11, ey U535 1) 9

Fie acum un sir de indici (21, ...,%5),1 <4 < ... < iy, <m,s € {1,...,n},
arbitrar fixat. Alegand ¢ = i,k € {1,...,s}, avem €(¢y,...,i5;%) =
(=1)*7!, deci g% = 0. Deducem ci g = gopl, deci g € K*. Acumn este
evident ¢ avem kery = K*. O

Propozitia 8 arata ca grupul Clifford se poate considera ca fiind:

Q={z.xp |z, e R i=1,..,h,h € N}

Doua subgrupuri de deosebit interes ale sale sunt:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Algebre Clifford

69

Pin(n) ={g€ Q| g=x..zp,2; € R Q(z;) = 1,1 =1,...,h}
Spin(n) = {g € Pin(n) | g = z,...xp,z; € R*,Q(z;) = 1,h — par}.
(3.14)
Se noteaza p restrictia reprezentdrii v a grupului Clifford Q la
Pin(n) respectiv la Spin(n).
Este un simplu exercitiu demonstrarea afirmatiilor:

p(Pin(n)) = O(n), p(Spin(n)) = SO(n), kerp = Z,.

Se demonstreaza [30] cd Pin(n), Spin(n) sunt grupuri Lie.

De asemenea Spin(n) este un grup conez pentru n > 2. In adevir,
deoarece p : Spin(n) — SO(n) este un morfism surjectiv de grupuri cu
nucleul Z,, este suficient de demonstrat ca exista un drum cu elemente
din Spin(n) ce uneste elementul neutru 1 € Spin(n) cu opusul siu,
(—1) € Spin(n). Dacd n > 2, un astfel de drum poate fi a : (-1,!) —
Spin(n) :

a(t) = — cos(wt) — sin(mt)e,es.

Acest drum este in Spin(n) deoarece:
a(t) = (cos(gt)el + sin(gt)eg)(cos(g-t)el - sin(gt)ez).

Pentru n > 3, Spin(n) este simplu conex iar reprezentarea p :
Spin(n) — SO(n) este acoperirea universald a grupului SO(n).
Algebra Lie a grupului Spin(n) este:

spin(n) = Spleie; |1 <i< j<n}
cu crogetul:

[z,y] = 2y — yz, (V)z,y € spin(n),

unde, ca de obicei, juxtapunerea denotd produsul din algebra Clifford
Cl,.

Reprezentari liniare

Fie V un spatiu vectorial real si VC complexificatul siu. Amintim ci
VC = VXV, adunarea vectorilor din VC ficindu-se pe componente,
tar produsul dintre scalarul arbitrar ¢ + ib € C si vectorul arbitrar
(z,y) € VXV find definit dupa formula:

(a +ib)(z,y) = (ax — by, ay + bx).
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Fie B: VXV — R o forma biliniara, simetrici, si Q) : V — R forma
patraticd asociata ei; definim complexificatasa B’ : VEXVC o C prin
formula:

B'((z,9), (v, v)) = B(z,u) - B(y,v) +i[B(z,v) + B(y, u)]
(V)(z,v), (u,v) € VC '

7C

Se deduce imediat expresia formei patratice @' : V~ — C asociate

formei biliniare simetrice B’. Aven:

Q'(z,y) = Q(z) — Q(y) + 2iB(z, y).

Daca {ey,...,e,} este baza ortogonald in raport cu @ a spatiului
vectorial real V, atunci {ef,...,e.},ei = (e;,0),(V): € {1,...,n} este
bazi ortogonala in raport cu Q' a spatiului vectorial complex VC.

Daci A este o algebri reald, atunci pe spatiul vectorial AC, com-
plexificatul spatiului vectorial real A, se da o structurd de algebra (com-
plexa) prin formula:

(z,y)(u,v) = (xu — yv, Tv + yu), (V)(z,y), (u,v) € A (3.15)

Consideratiile de mai sus le vom aplica unei algebre Clifford reale.

Propozitia 9. Fie (Q o forma patraticd pe spafiului vectorial real
V i Q' : V€ o C complerificata sa. Are loc izomorfismul de algebre
compleze C(Q') ~ (C(Q))C.

Demonstragie. Din proprietatea de universalitate a algebrei Clifford
C(Q'), avem diagrama comutativa:

c(Q)
) N\ b
U R el(%)
__)

unde i este incluziune, j(z,y) = (z,y), (V)(z,y) € VC, iar h: C(Q') —
C(Q)C este morfism de algebre; h existi si este unic deoarece din (3.15)
deducem oricare ar fi (z,y) € VC:

((z,9))* = (&®—y*, zy+yz) = (Q(z)-Q(y), 2B(z,y)) = Q' (x,y)(1,0).

Rezulta imediat cd morfismul de algebre h este izomorflism deoarece
duce baze in baze si dimC(Q') = dim(C(Q))°.0

Definitie. Se numeste reprezentare liniard complexd o algebre:
reale sau complexe A o aplicatie liniard p : A — M,,(C) ce comuta cu
produsul din algebra A. Reprezentarea p se numegte ireductibild daca
nu admite subspatii vectoriale invariante diferite de {0} i C".

Fie Cl, algebra Clifford asociati formei patratice standard ) pe
R" iar Cl’ algebra Clifford asociatd formei patratice (—Q). Are loc:
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Propozitia 10. Avem zomorfismele de algebre:
Clyy2 ~ Cl, ®g Cly,Cly 5 ~ Cl,, ®g Cl,,

produsul tensorial fiind cel uzual.
Demonstrafie. Fie {ey, ..., e,42} 0 bazi ortonormatd din R™*2.
Primii n vectori din aceastd baza genereaza Cl, dar si Cl;,. Con-
venim si notdm e; = €},¢ € {1,...,n}, cand considerim {ey,...,e,} ca
sistem de generatori pentru Cl,. Fie aplicatia liniari: u : R"*2 —
Cl,, ® Cly, data prin:

uler) = 1@ e, ulex) = 1@ ey, ulex) = ep_,®ereq, (V)k € {3,...,n+2}.
Atunci in Cl], ® Cl, au loc egalitatile:

(u(e:)? = —1,
u(e;yu(e;) + u(e;)ule;) =0, (V)i,j € {1,..,n+2},7 # j.
Ca urmare, (u(x))? = —-Q(z).1, (V)z € R"*2. Din proprietatea de uni-
versalitate a algebrei Clifford Cl,,,, rezultd ci existd un morfism unic
de algebre @ : Cl,,4» — Cl), ® Cly ce face comutativd diagrama:

Cln+2
9 \, @
R”+2 _Lf) Cl; ® Clz

unde 8 : R"*? — Cl,,, este aplicatia de incluziune. Se aratd imediat ca

morfismul de algebre @ : Cl,,» — Cl,®Cl, este izomorfisin de algebre.

Analog se demonstreaza si cel de al doilea izomorfism de algebre.O
Pentru cele ce urmeazi este de retinut izomorfsmul de algebre p :

CIS — M,(C):

p(m:i(}) _01>,/’(82)=i((]] }])

unde {e,e,} este baza canonicd din C?. Folosind acest izomorfism,
deducem:
Propozitia 11. Ezista un izomorfism CIS,, ~ CIE ®c M,(C).
Demonstratie. Utilizand Propozitia 10 precum si faptul ca algebrele
Clifford CI€ si CI' sunt izomorfe, avem succesiv :

CIC,, ~ (Cl, ®g Cl,)C ~ ClI€ @¢c CI§ ~
CIC ®c CI§ ~ CIS ® M,(C).O0
Corolar Fie eq,...,e,44 elemente ce genw’eazd Cl,(f_l_?. Notam cu

er, ..., er elementele ce genereazd algebra ('l . Fie de asemenea:

(1 0 0 1 10 (0 -1
g‘:‘(o —1)’92 (10)E:(01)’T='<1 0)‘
(3.16)
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elementele ce genereaza algebra My(C). Izomorfismul CIS,, ~ CIS ®c
M,(C) este dat de aplicafia:

e1 = 1®g1,e0 = 1® go, €5 = iej_, ® 6192, (V)j € {1,...,n}.

Vom utiliza mai jos matricele din (3.16).

Aplicand in mod repetat concluzia din Propozitiile 10, 11 §i {indnd
cont si de faptul ci Cl; ~ C, deci CI¢ ~ C @ C deducem:

Propozitia 12. Au loc izomorfismele de algebre:

CIC ~ M5~ (C) dacd n = 2m,
"7 | Mom @ Myn daca n =2m + 1.

Acest izomorfism este dat explicit prin formulele:

Dacd n =2m :
e, 2 EQ®. . OFE®gy(jy ®T®..0T

unde T apare de 1’;—11 ort, 1ar

() = 1 daci j este impar
YWITY 2 dacid j este par.

Daca n=2m+1:
;2 (E®R.QE®ga(j) ®TR®...0T,
E®.®E®g;»H®T®...®T),(V)j€{l,..,2m}

unde T apare de J-J;—ll ort,
Comsr = (IT®...OT,-iT®..QT).

Ca urmare, avemn morfissnul de algebre:

i ,.C P My (C) dacd n = 2m
Cln = Cl" - { A’[zm(C) @ Mgm(C) daca n = 2m + ].,
unde i este incluziunea.
Pentru n = 2m, algebra Clifford Cl,, admite deci reprezentarea
complexa ireductibild p = p’ o i pe spatiul vectorial C?".
Fie aplicatia:

v A’Igm (C) 85] A/['zm (C) — M2m+l(C),

7(A, B) = ( ‘3 g ),(V)A,B € Myn(C).

Rezultd reprezentarea complexi ireductibild p = ¢ 0 p’ 04 a algebrei
2m+l

Clifford Cl,,,n = 2m + 1, pe spatiul vectorial complex C .
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Cl,—module. Proprietati

Definitie. Fie corpul K = R, C,H. Se numeste Cl,—modul peste K
un spatiu vectorial V peste corpul K cu proprietatea de a fi spatiu de
reprezentare pentru algebra Clifford Cl,.

Urmare a definitiei de mai sus, spatiul vectorial V' peste corpul
K este Cl,—modul peste K dacid si numai daca existd p : Cl, —
Homg(V,V) o K—reprezentare a algebrei Clifford Cl,, adicd un R-
morfism de algebre. Aplicatia p trebuie deci si asocieze fiecirui element
g € Cl,, un endomorfism p(g) : V — V si, mai mult, (V)g;, g2, 9 € Cl,
sitT € R:

p(g1 + g2) = p(g1) + p(g2); p(rg) = rp(g)
p(9192) = p(g1) © p(g2).

De obicei, vom nota p(g)v =™ g.v pentru orice g € Cl,, , v € V si
“produsul” g.v va fi denumit " multiplicare Clifford”.

Definitie. O reprezentare spinoriald reald a grupului Spin, este
un morfism de grupuri

A Spin,, — GL(W)

care este restrictia unei reprezentar: ireductibile reale

Cl, - Homg(W,W)

la Spin, C Cl,.
Definitie. O reprezentare spinoriald complezd a grupului Spin,,
este un morflism de grupuri:

AC : Spin, — GLc(W)

care este restirictia unei reprezentdr: ireductibile compleze

CIS = Homg(W, W)

la Spin,, C Cl,, C Cl,(f.

Multe dintre aplicatiile algebrelor Clifford provin din utilizarea re-
prezentdrilor lor. Cititorul interesat poate gasi in [18] aplicatii intere-
sante in domenii fundamentale ale geometriei diferentiale cum ar fi
teoria Hodge-de Rhan, periodicitatea Bott, scufundari ale varietatilor
diferentiabile in sfere, cimpuri de vectori tangenti la sfere. Existd un
fenomen de periodicitate privind reprezentarile algebrelor Clifford ce
este legat de tecoremele de periodicitate Bott prin izomorfismele Atiyah-
Bott-Shapiro. Acest ultim aspect face parte din domeniul K-teoriet.
Scopul nostru este de a pune in evidentd cu prioritate aspecte ce vor
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fi utilizate in acest curs. Vom da totusi unele rezultate ce ilustreaza
bogatia de idei expusa §i nu necesitd pregitiri substantiale.

Are loc [18]:

Propozitia 13. Fie W un spajiu vectorial peste corpul real R cu
proprietatea de a fi Cl,—modul. Atunci existd pe W un produs scalar
<, >cu proprietatea cd oricare ar fi vectorul unitar e € R,

<ew,ew >=<w,w >, (V)w,w' € W. (3.17)

Mai mult, dacd W este spafiu vectorial complez, cu proprietatea de a
fi Cl— modul, atunci exista pe W un produs scalar hermitian.

Demonstratie. Fie {ey,...,e,} 0 bazd ortonormatd a spatiului vec-
torial R". Atunci, B = {e;,...€;, }i,<..<i,»s € {0,1...,n} este bazd a
algebrei Clifford Cl,. Consideram (,) un produs scalar arbitrar pe W.
Cu ajutorul lui, definim un nou produs scalar <, > pe W . Oricare ar
fi vectorii w,w’ € W, definim:

! p o
<w,w >= E (€5)...€;, . w, €, ...€;,.w).
1<i)<...<is<n
s=0,1,...,n

Rezulta imediat ca

< egw, e w >=<w,w >, (Vi€ {l,..,n} (3.18)

deoarece (V) i € {1,...,n}, elementele din multimea B coincid even-

tual pand la semn cu cele din multimea B = {e;e;,...€;. }i <. <i,» S €

{0,1...,n}. Mai mult, oricare ar fi vectorul unitar ¢ € R", avem ¢ =
® a6, X" (a;)? = 1. Atunci utilizand (3.18) si (3.9) avemn:

<ew,ew>=Y7T._ 605 < e;w,ejw >=Y L al < ew,ew >+
+ i tia4[< ejw, e5w > + < ejaw, epw S| =
=< w,w > ~ Vi 005 < (eje; + eej)w, w >=<w,w > .

De aci deducem imediat (3.17).0

Propozitia 13 afirma, cu alte cuvinte, ci pe orice Cl,,— modul W)
unde W este spatiu vectorial real, existd un produs scalar <,> cu
proprietatea cid multiplicarea Clifford cu vectori unitari din R" este
o transformare ortogonald a spatiului vectorial W, in raport cu acest
produs scalar.

Propozitia 14. Fie Cl,— modulul W g1 <, > produsul scalar pe
W cu proprietatea cd oricare ar fi vectorul unitar ¢ € R™ se verificd
(8.17). Atunci oricare ar fi vectorul v eR™ :

<vaw,w >= - <w,vw > (V)u,w' € W. (3.19)
Demonstrafie. Fie v € W un vector nenul. Putem scrie atunci,
aplicand Propozitia 13:
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<vw,w >=< Lvovw, Lvw >=
livi] ]

.0
< =Qw,vw >= - <w,vw > Mw,w €W

1
[lvll?

Aceste rezultate au consecinte interesante cu legaturi subtile in
domeniul topologiei varietatilor diferentiabile [18].

Are loc:

Propozitia 15. Dacd RV1! este Cl,— modul, atunci ezistd n
cdmpuri vectoriale tangente liniar independente pe sfera SN C RN+L.

Demonstragie. Din Propozitia 13, daci RM*! este Cl,— modul,
atunci existi pe R¥*! un produs scalar <, > cu proprietatea ci mul-
tiplicarea Clifford cu vectori unitari din R™ este o transforimnare ortog-
onala. Fie sfera

SN ={z e RV |||z |?’=1}.

Considerdm o baza ortonormatd {vy, ..., v,} C R™. Cu ajutorul ei, con-
struim pe RY*! campurile vectoriale Vi, g € {1,...,n}, astfel:

Vi(a) = vja, (V) € RN (V)7 € {1,..,n}.

Deoarece, conform Propozitiei 14, aplicatia liniard © — v;.z, (V)] €
{1,...,n} este antisimetricd, avem:

< Vi(z),z >=0,(¥)j € {1,...,n}, (V)r € R¥*..

Ca urmare, campurile vectoriale V}, j € {1,...,n} sunt tangente sferei
SN. Ramane de demonstrat ci aceste cAmpuri vectoriale sunt liniar
independente. Fie x arbitrar fixat pe sfera SV si combinatia liniari
nuld:

Y AVi(z) =0, € R(Y)j € {1,..,n}.

=1

Din proprietétile multiplicarii Clifford, deducem:

(Z /\j'UJ')..'L' = 0.
1=1

Fie v = ¥%_, Aju;. Atunci, ultima egalitate ne da succesiv, deoarece
re SY:

vz =0 v’r=0< Qv)z =0
= Qv)=0=v=0<= A, =0,(V);.0
Se pune problema: dacid N este un numar natural dat, care este cel
mai mare intreg natural n cu proprietatea ca spatiul vectorial RV+! s3
fie Cl,— modul? Conform Propozitiei 15, putem reformula problema:
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dacd N este un numair natural dat, care este cel mai mare numar n de
campuri vectoriale, liniar indepenedente, tangente la sfera SV. Mate-
maticianul englez J. F. Adams a demonstrat in 1962 [2] c& scriind:

N+1=2%**2t +1),0<b<3,a,b€N,

rezulta:

n=28a+2-1.

Rezultatele riman valabile inlocuind sfera SV cu spatiul proiectiv
real N— dimensional PV (R), deoarece PV (R) = SV /Z,.

O frumoasa expunere a problemei si modului de constructie a aces-
tor campuri vectoriale pe sferele S, N € {4m—1,8m—1| m € N*} se
poate vedea in [31], in capitolul al treilea, scris de Th. Hangan.

Este de observat ci pe sfera SV, cu N par, nu existi cAmpuri vec-
toriale tangente liniar independente si, in consecintd, R™, m — impar
nu poate fi Cl,, — modul.

Exercitii.

1) Fie spatiul vectorial R™ cu o orientare dati. Fie {e,...,e,}
0 bazd pozitiv orientatd a lui R", ortonormata in raport cu forma
canonica standard a lui R". Se defineste ” elementul de volum”, notat
W, prin: w = e)...e,.

a) Ardtati cd definitia elementului de volum w nu depinde de baza
pozitiv orientatd considerata.

b)w? =(-1)", N = "(';2“1 si vw = (=1)""lwo, (V)v € R™

2) Daca n este impar, atunci w este element central al algebrei
Clifford CI,, iar dacd n este par, atunci

ww = wa(p), (Vg € Cl,

unde « : Cl, — Cl, automorfismul canonic al algebrei Clillord CU,.
(vezi excrcitiul 1)

3) Avem izomorfismul de algebre Cl, ~ CI5,, unde Cl3,, este
subalgebra algebrei Clifford Cl,,+, generata de produse de elemente, in
numdr par, din spatiul vectorial R**1.

Rezolvare. Fie{ey,...,e,, €41} 0 bazd ortonormata a spatiului vec-
tortal R**L. Atunci avem R" ~ Sp{ey, ...,e,}. Consideram aplicatia
f iR = ClL, fle)) = enpreit € {1,..,n}. Extinzand aceastd
definitie prin liniaritate, deducem pentru orice x € R", x = 31", z;¢;,
urmatorul gir de egalitdti succesive:

f(-’L')2 = Z:szl Tilj€n41€:€n41€5 =
pio e =1t = —Q(x).1,

unde @ : R* — R cste forma patratica standard pe R™.
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Din proprietatea de universalitate a algebrei Clifford Cl,, rezultd
cd existd f : Cl, — CI2,, un morfism unic de algebre care inchide
diagrama:

Cl, ~
e NS
_)
oo,
Fie acum {e;,...e;, }1<i;<...<i,<n baza algebrei Clifford Cl,. Urmeazi,
$=0,1,....n

oricare ar fi multi-indicele (21, ey Bs)

f(eil“'eis) = f(eil)---f(eis) =

(63n+16i1 )...(en“eis) = (—1)3(5—1)/2(Cn+1)36i1 -6, -

Deci morfismul de algebre f Cl, — CI2,, duce un sistem de vectori
liniar independent intr-un sistem de vectori liniar independent si deci
f este injectivi. In plus, dimCl, = dim Cl?, ,, de unde se deduce ci f
este surjectivi. Concluzia este c& f : Cl,, — Cl,, este un izomorfism
de algebre.

4) Sd se arate ca algebra H a quaternionilor admite o reprezentare
complexa prin matrice din M,(C). Indicajie. Fie {e1, e,} baza canonica
a spatiului vectorial R?. Se stie ci avem izomorfismul de algebre H ~
Cl,. O bazd a algebrei Cl, este {1,e;,e,,e165} iar o reprezentare a
sa prin matrice complexe de ordin 2 se obtine considerand aplicatia
p:Cly — My(C),

p(el):i(é _01>,P(€2)=<_01 }))

5) Aratati ci avem izomorfismul de grupuri Spin(3) ~ SU(2).
Indicafie. Din exercitiul precedent, algebra Clifford Cl, este izomorfa
cu algebra de matrice:

p(Clg)Z{/\o((l) (1)>+,\1i((1) _01 )+/\2(_01 (1))+/\3i((1) (1])}
(3.20)

unde A\, € R,k € {0,1,2,3}. Pe de alta parte:
SU(2) ={Ae M,

={<_ag

unde A* denotd adjuncta matricei A. Din (3.20), deducem SU(2) C
p(Cly). Fie o : SU(2) — GI(R?), aplicatia dati prin:

—~

C)|A*A =TI det A=1) =
)||a|2+|b|2=1},

o o

o(A)(X) = AXA™!, (V)X € R3, A € SU(2),
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unde vectorul X = (z;,z,,73) € R3 se scrie ca matrice, utilizind
(3.20), deocarece R® C H, sub forma:

_ i-Tl Iy + iIJ
X = ( —To + ix3 —iz; ) € p(ClZ) (3.21)
Notand
U(X) = X’,X' = (I’l,a:;,g;g),

avem in reprezentarea matriceala:

o i, Ty +izs | iz] T + iz§
—r,+iry —ir -y +iry —iz) '

a

Fie A€ SU(2),A = ( 5 g

) . Prin calcul, se constata ca.:

i =(al*>-|b|¥)x + 2(Imad)z, + 2Re(ab)x;
zy = 2(Imab)z, + Re(a® + b*)z, — Im(a® — b?)zy
2y = —2(Reab)x, + Im(a® + b*)z, + Re(a® — b?)x,

de unde, Imo C SO(3) . Rezulta I'mo = SO(3) gi ker o0 = Z,.

Pe de altd parte, existd reprezentarea p : Spin(3) — SO(3) cu
kerp = Z,. Definim aplicatia ¢ : Spin(3) — SU(2) astfel: oricare ar
fi elementul g = z'..2" € Spin(3),2* € R3,|| z* ||°=1,i € {1,...,h},
definimn:

o(g) = X'.. X",

unde am notat cu X matricea ce corespunde vectorului z* € R? prin
reprezentarea (3.21). Rezultd ca p este un morfism de grupuri gi ooy =
p.

Un alt mod de rezolvare este urmatorul. Fie H! grupul multiplicativ
al quaternionilor de norma 1. Se considera bijectia S* — H!,

(x1,...,%4) € S* = g = 11 + i + 13) + 2,k € H'

unde S* este sfera unitate din R*, iar {1,1,j,k} este baza canonici a
algebrei H a quaternionilor. Aceastd bijectie confera sferei S* o struc-
turd de grup multiplicativ izomorf cu grupul SU(2). Avem urmatoarele
izomorfisme de grupuri:

Spin(3) ~ S* ~ SU(2).
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Fibrari principale

Vom aminti unele elemente din teoria fibrdrilor [17] ce sunt indispen-
sabile pentru buna intelegere a notiunilor de structura spinoriala, cone-
xiune spinoriald, operator Dirac, fibrare Clifford, fibrare Dirac etc.

Definitie. Fie A/, P varietati diferentiabile reale gi G un grup Lie.
Spunem cd P ="°* P(M, G) este fibrare principald de bazd M gi de grup
structural G dacd gi numai dacd se verificd urmatoarele proprietati:

i) grupul Lie G actioneaza diferentiabil, liber, la dreapta pe vari-
etatea P;

i7) multimea orbitelor lui P, modulo actiunea lui G pe P, coincide
cu varietatea diferentiabila M

122) surjectia canonicd 7 : P — M este aplicatie diferentiabild;

1v) are loc proprietatea de trivializare locald care afirma ca oricare ar
fi punctul z € M existd U o veciniitate deschisi a luiz gi s : 7~ (U) —
U x G un difeomorfism cu proprietatea:

s(u) = (m(u), t(u)), t(ua) = t(u)a, (V)u € 771 (U),a € G,

unde am notat prin (u,a) — wa, (V)u € P,a € G actiunea la dreapta a
grupului Lie G pe varietatea diferentiabild P.

Difeomorfismul s : 771 (U) — U x G poarti numele de difeomorfism
de trivializare locald. Varietatea diferentiabila P se numeste spafiul
total al fibrarii principale P(M, G). Oricare ar fi punctul z € M, 7~ !(z)

79

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



80

Fibrari

se numeste fibra deasupra lui x. Observim cd daci u € n#~!(z), atunci
n~Yz) = {ua | a € G}. Daci u € 7~!(z),z € M, vom mai spune ci
7~ Y(x) este fibra prin u. S& remarcim c& fibra 77! (x) este subvarietate
a lui P, oricare ar fi z € M. Atunci, oricare ar fi u € 7~!(z), se poate
considera spatiul tangent la 7~ '(z) in u, numit spafiul verticalin u € P
si notat V,. Evident, V,, C T, P, oricare ar fi u € P.

Dacda P = P(M,G) este o fibrare principald, vom nota de obicei
actiunea lui G pe P prin juxtapunere, ca mai sus.

Fibrarea triviald este cel mai simplu exemplu de fibrare principala.
Ea se obtine considerand P = M x G, unde M este o varietate diferenti-
abild, G este un grup Lie, iar actiunea lui G pe varietatea produs
P = M x G se defineste prin ((z,a),b) — (z,ab), (V)z € M,a,b € G.

Fibrarea reperelor liniare este un exemplu deosebit de util pentru a
intelege aceasta notiune.

Fie M varietate diferentiabila reald, n— dimensionala.

Consideram P = {(z,X) | z € M, X — reper din T,M}. Grupul
general liniar Gl(n; R) actioneaza liber, la dreapta, pe P prin aplicatia
((z,X),a) — (z,Y), unde Y este reper din T, M cu proprietatea cd
matricea a este chiar matricea de trecere de la reperul X la reperul
Y. Se obtine astfel fibrarea reperelor liniare a lur M, ce se noteaza
L(M) [30]. Analog, daca M este varietate Riemann, cu metrica g, con-
siderand P mulgimea perechilor (2, X)) cu z punct din M iar X — reper
ortonormat in raport cu g, din T, M, se defineste 0 actiune a grupului
ortogonal O(n) pe P. Se construeste, astfel, fibrarea reperelor ortogonale
(sau ortonormate) a lui M. Continudnd cu particularizarea varietatii
diferentiabile M, fie M varietate Riemann orientabild, cu o orientare
datd, P— multimea perechilor (z, X)),z € M, X fiind reper ortonor-
mat, pozitiv orientat din T, M. Rezulta o actiune naturald a grupului
special ortogonal SO(n) pe P. Se obtine astfel fibrarea reperelor special
ortogonale SO(M).

In teoria fibririlor principale se introduc functiile de tranzitie cores-
punzitoare unei acoperiri de trivializare locala, functii ce joacd, pentru
aceastd structurd, un rol asemandtor cu cel pe care il au functiile de
schimbare de coordonate corespunzatoare unui atlas al unei varietdti
date.

Fie P = P(M,G) o fibrare principald si cu proiectia 7 : P —
M iar {Us}aea 0 acoperire de trivializare locald. Aceasta inseamnd
¢d {Us}aca este o acoperire deschisd a varietdtii diferentiabile M cu
proprietatea ci oricare ar fi indicele a € A existi s, : 71 U,) —
Ua X G un difeomorfisim de trivializare locald (vezi proprietatea iv) din
definitia fibrarilor principale). Pentru a fixa notatia, si scriem:

sa(u) = (m(u), ta(u)), (V) € A,u € 77 HU,). (4.1)

Se stie din proprietatea iv) din definitia fibrarilor principale ca aplicatia
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So i T H(Ua) = Ua X G fiind difeomorfism de trivializare locald avem:

ta(ua) = to(w)a, (V)a € A,u € 771 (U,),a € G. (4.2)

Oricare ar fi indicii a, 3 € A, se considera aplicatia diferentiabila
5q8 : Uo NUg — G, datd prin formula:

Sas() = ta(w)(ts(u) ™!, (V) € Uy NUs,u € 7 (U NUs).  (4.3)

Definitia data nu depinde de algerea punctului v € 7~ (U,NUjy), avand
in vedere proprietatea (4.2).

Multimea {sqp}a,seca se numeste familia funcfislor de tranzitie ale
lui P corespunzatoare acoperirii de trivializare locald {U,}aca.

In particular, consideram fibrarea reperelor liniare L(M) a varietdtii
diferentiabile n - dimensionale M si fie {(U,, ha)}aca un atlas pe M.
Oricare ar fi u = (z, X) € L(M), dacid z € U,, si notim a € GL(n;R)
matricea de trecere de la {a%l(a:), ey %(z)}, reperul canonic in raport
cu harta (Uy, ha), al spatiului tangent T M, la reperul X. Analog, daci
x € Uy, fie b € GL(n; R) matricea de trecere de la %(I), s %(J)},
reperul canonic in raport cu harta (Us, hg), al spatiului tangent T, M,
la reperul X. Avem atunci:

sﬂ(u) = (zwa)73ﬂ(u) = (Ivb)a

de unde, din (4.3), deducem c& oricare ar fi o, 3 € A, aplicatia 5,5 :
U, NUs = GL(n; R) este data prin:

I
Sap(r) = (gju (a‘)) ,(V)x e Uy NUy,«, p € A. (4.4)
1,7

Deci, oricare ar fi indicii o, 3 € A i punctul x € U, NUp, am aratat ca
matricea s.4(z) este valoarea in « a matricei jacobiane a transformarii
de coordonate h, o hy' cind se trece de la coordonatele (z'*, ...,2™) in
raport cu harta (U, hg) la coordonatele (z!, ..., z™) in raport cu harta
(Ua, ha)-

In general, pentru orice punct z € U, N Uz NU,, (V)a, B, € A, se
aratd inediat ca:

5a8(2)584() = saqy(T). (4.5)

Reciproc, are loc:

Teorema 1. Fie {Uy}aca 0 acoperire cu mulfimi deschise a va-
rietdfii diferengiabile reale M, G un grup Lie §i {Sap}a seca 0 familie de
aplicatii diferentiabile,

sc,g:UaﬂUBaG,(V)a,ﬂeA,UaﬂUﬁ#(I).
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Presupunem cd oricare ar fi indicii o, 8,y € A incat U,NUgNU,, # @,
au loc relatiile (4.5).

Atunct, ezistd o fibrare principald P = P(M,G) pentru care
{Uqa}aca este o acoperire de trivializare locald avind ca funciii de tran-
zifie corespunzdtoare {Sap}tagea-

Demonstratie. Din relatiile (4.5) rezultd imediat ca oricare ar fi
indicii , 8 € A 5i £ € U, NUp are loc egalitatea: (sqs(z))™" = spalz),
deoarece sqo(Z) = €, unde e € G este elementul neutru. Fie multimea
X ={(a,z,0) |a € A,z € U,,a € G}, pe care introducem o relatie de
echivalentd. Oricare ar fi elementele (¢, z,a), (3,y,b) € X vom spune
ca sunt echivalente gi vom scrie:

(a,z,a) ~ (B,y,b) <= z =y € Uy, NUp, b = sga(z)a.

Utilizand relatiile (4.5) rezultd ci ” ~ ” este o relatie de echivalentd pe
multimea X. Vom nota p(a, z, a) clasa de echivalenti modulo relatia de
echivalentd ” ~ ", oricare ar fi elementul (o, z,a) € X. Fie P = X/ ~
multimea claselor de echivalentd astfel obginute. Urmdarim sa dotamn
multimea P cu o structurd de varietate diferentiabila gi si definim pe
ea o actiune diferentiabild a grupului Lie G inciat multimea orbitelor
sale s coincidi cu varietatea diferentiabild data M.
Fie aplicatia P x G — P, data de

pla, z,a)c = p(a, z,ac), (V)p(a,z,a) € P,c € G.

Definitia acestei aplicatii este corectd, nedepinzand de reprezentan-
tul ales din clasa p(a,z,a) € P. Fie de asemenea aplicata 7 : P —
M, 7 (p(, x,a)) = x. Oricare ar fi u,v € P, vom ardta c¢a m(u) = 7(v)
dacd gi numai daca exista ¢ € G cu proprietatea v = uc. Aceasta este
o conditie necesard si suficientd ca M sa fie spatiul orbitelor actiunii
lui G ce am definit-o pe P. Fie © = p(«, 2,a),v = p(3,y,b) cu propri-
etatea cd 7(u) = w(v) = 2. Deci z = y € U, N Uy; avem de aseme-
nea v = p(B,y,b) = pla,z,s.5(x)b). Existd ¢ € G cu proprietatea
v = uc, adicd p(a, z, sap(z)b) = p(a, x, ac), deoarece aceasta revine la
ac = sqp(z)bsau ¢ = a7 'sap(z)b. Reciproc, daci exista ¢ € G cu propri-
etatea cd v = uc, deducem p(8,y,b) = p(a, z,ac), de unde © =y € U,
NUg, deci 7(u) = 7(v) = z.

Structura de varietate diferentiabild a multimii P sc obtine datorita
bijectiilor ce le definim mai jos. Oricare ar fi indicele a € A, fie s, :
7~} (U,) = U, x G, aplicatia definiti prin:

sa(p(a, z,0)) = (z,a), (V)u = pla, z,a) € 77 (U,).
Avem

5.0 55" (1,8) = (U, 505 (1)0), (V)(,b) € (Ua N Up) X G.
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Deci
so,osgl (UaNUp) x G = (UaNUp) x G

este un difeomorfism oricare ar fi «, 3 € A. Atunci multimea P va avea
o structura de varietate diferengiabild via structura diferentiabild a lui
M respectiv G, incat aplicatiile s,, 7 precum gi actiunea grupului Lie
G pe P devin diferentiabile.

Mai mult, P devine spatiul total al unei fribrari principale de baza
M, de grup structural G, cu {U, }aca, 0 acoperire de trivializare locald
cu familia functiilor de tranzitie corespunzitoare exact {sap}aepea.-0

Definitie. Fie P = P(M,G),P' = P'(M',G’) doui fibrari prin-
cipalesih: G > G',f: P — P',g: M — M’ un morfism de grupuri
Lie si respectiv, doud aplicatii diferentiabile cu proprietatile:

i)ym: P — M,n': PP = M' fiind proiectiile, atunci diagrama:

P f P
_)
7wl 17
M ¢ M

este comutativa,
it) oricare ar i u € P,a € G, este indeplinitd egalitatea:

fua) = f(u)h(a).

In aceste conditii, vom spune cd f este morfism de fibrdri principale ce
se proiecteazad pe g si corespunde morfismului h de grupuri.

Proprietatea iz) afirma cd f duce fibra in fibra.

Daca, in plus, f : P — P',g : M — M’ sunt difeomorfisme iar
h: G — G’ este izomorfisin de grupuri Lie, vomn spune ¢i f : P —» P’
este izomorfism de fibriri principale. Doua fibrari principale se vor
numi izomorfe dacd gi numai daca existd un izomorfism intre ele.

Doua fibréri principale P = P(M,G), P’ = P'(M, G) peste aceeasi
baza M, cu acelagi grup structural G, ce poseda o acoperire de trivi-
alizare locald comund gi aceleagi functii de tranzitie corespunzatoare
acestei acoperiri, sunt izomorfe.

Vom descrie mai jos un izomorfism al lor. Fie 7 : P — M, respectiv
7w’ . P' — M, proiectiile celor doua fibrari. Consideram acoperirea de
trivializare locald comund {U, }aca §i, oricare ar i &« € A, notdm cu s, :
7 HU,) — Uy x G, respectiv s), : m'~'(U,) — U, x G difeomorfismul
corespunzator de trivializare locala.

Pentru orice o € A, se considera secfiunea canonica:

Zq : Uy = 771 Ua), zo(x) = 57 (z,€), (V)x € U,. (4.6)

Oricare ar fi punctul x € U, NUp, e, B € A, avem:
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2(2) = za(2)505(3)- (4.7)

Analog, pentru fibrarea principald P’ = P'(M, G), avem, oricare ar fi
a € A, sectiunea canonica:

zL Uy = N U,), 20 (z) = sz, ), (V)z € U,
i vom avea relatii analoage cu (4.7).

Fie f: P — P’ aplicatia definita astfel: oricarearfiu € P, w(u) =z
existd cel putin un indice a € A incit z € U,. Punctele u i z,(x)
apartinand aceleeasi fibre deasupra lui z din fibrarea P = P(M,G),
rezultd cd existd a € G cu proprietatea cid u = z,(z)a; definim

Se aratd ca definitia lui f este corectd ( in sensul cd nu depinde de
indicele a, deoarece avem formulele (4.7)) si f : P — P’ este izomorfism
de fibriri principale ce se proiecteaza pe aplicatia identicd a varietdtii
M si corespunde izomorfismului identic al grupului Lie G.

Ca urmare, fibrareca P = P(M,G) din teorema 1 este unicd pana
la un izomorflism de fibrari principale. Cu alte cuvinte, functiile de
tranzitie corespunzatoare unei acoperiri de trivializare locala determina
o fibrare principald pana la un izomorfism de fibrari principale.

Conexiuni pe fibrari principale

Amintim acum urmadtorul rezultat important din teoria grupurilor Lie:

Propozitia 2. Fie G un grup Lie gt g algebra sa Lie. Enistd o
1-formd unicd 7 pe G, cu valort in g itncat sa se verifice urmatoarele
proprietafi:

1. 7(X,) = X, (V)X € X(G), unde e este elementul neutru al
grupulut Lie G;

2. 7 este mnvarianta la translafii stangi, adicd, oricare ar fia € G
notind cu L, : G — G aplicatia datd de L,(b) = ab, (V)b € G, numitd
translafie la stdnga, avem:

(LX) = 7(Xy), (V)X € X(M),b € G.

Forma Pfaff 7 astfel obginuta se numeste 1— forma canonicd a grupuluz
Lie G.

Daca, de exemplu, G = Gl(n;R) atunci ¢ = M,(R), iar forma
fundamentala 7 este forma Pfaff data de:
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7(X.) = aX,, (V)a € Gl(n; R), X € X(Gl(n; R)). (4.8)

In cele ce urmeazi G va fi un grup Lie, iar ¢ algebra sa Lie.

Fie P = P(M,G) o fibrare principald. Oricirui element A € g i se
asociazd un cimp de vectori A* € X(P), numit camp de vectori funda-
mental corespunzdtor elementului A € g, astfel: A} = R;A, (V)u € P,
unde R, : G — P este aplicatia diferentiabild indusd de actiunea la
dreapta (u,a) € PXG — ua € P a lui G pe P. Deci, pentru orice
element fixat v € P, avem R,(a) = uaq, (V)a € G.

Actiunea lui G pe P induce de asemenea, pentru orice element
a € G aplicatia diferentiabilda R, : P — P datd prin R, (u) = ua.

Avem o noud caracterizare a spatiului vertical in u, (V) u € P, si
anume:

V= {AL] A€ g}. (4.9)

Aceastd caracterizare implicid proprietatea aplicatiei u € P — V,, C
T, P de a fi o distributie diferentiabila pe varietatea P, de dimensiune
egald cu dimG. Ea se numegte distribufia verticald a lui P. In general,
nu existd o distributie diferentiabild pe P, unicd, complementara celei
verticale. Importanta notiunii de conexiune pe o fibrare principala este
aceea ci o astfel de conexiune realizeaza o alegere a unei distributii
diferentiabile a lui P, care este complementari distributiei verticale.
Prezentam in continuare aceasta notiune.

Definitie. Fie P = P(M,G) o fibrare principald. O coneziune I’
pe P este o distributie diferengiabila ce asociaza oricarui punct u € P
un subspatiu vectorial @), C T, P cu proprietdtile urmatoare:

2) (V)a € G, Qua = R;*Qu;
3) Q. depinde diferentiabil de u.

Subspatiul vectorial @), se numeste spafiul orizontal in u.

Daca T este o conexiune pe fibrarea principald P = P(M, G), atunci
se poate construi o forma Pfaff w pe P, cu valori in g, algebra Lie a
grupului Lie G, ca mai jos. Orice element X € X (P) se descompune in
mnod unic, urmare a proprietitii 1) din definitia conexiunii, sub forma:

X =hX +vX,(hX), € Qu, (vX), € V,,(Y)ue P.

Definim w(X) = A unde A* = vX (evident, oricare ar fi u € P, spatiile
vectoriale g si V,, sunt izomorfe, un izomorfism al lor fiind A € g —
A; € V), unde, amintim cd A* este campul de vectori fundamental
corespunzator elementului A € g). Forma Pfaff w se numeste forma de
coneriune a coneriunii [.

Se araté:
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Propozitia 3. Forma de coneriune w a unei coneriuni I' are
urmdtoarele proprietdfi:

1) w(A*) = A, (V)A€ g;

2) Ryw = (ada™')w, (V)a € G,
unde Ry, : G — G, Ry(b) = ba, (Y)a,b € G. Reciproc, dacd ezistd o
1- formd w pe P, cu valori in g, avind proprietdtile 1),2) de mai sus,
atunc: exista o coneziune I' pe P a cdrei formd de coneziune este w.

Pentru a exprima local o conexiune I' pe fibrarea principald P =
P(M,G), se considerd o acoperire de trivializare locald {U,}ac4, cu
difeomorfismelele de trivializare locald

$a: T (Us) = Us x G, (V) € A.

Pentru orice a € A, se considera sectiunea canonici

20 : Uy — w‘l(Ua),za(z) = sgl(:r,e), (V)z € U,.

Oricare ar fi punctul z € U, NUp, @, B € A, avem relatia (4.7).

Notand ca de obicei cu 7 forma canonici a grupului Lie G, se de-
finegte pe U,NUjp, oricare ar fi o, € A incat Uy,NUp # @, forma Plaff
g— valuatd 7,4 prin conditia:

Tag = SagsT, (410)

unde {sas}apsea este familia funcgiilor de tranzitie corespunzitoare
acoperirii {Uas}aca. Are loc:

Teorema 4. Fie w forma de coneriune a unei coneriuni I' pe
fibrarea principald P = P(M,G) $i {Ua}aca 0 acoperire de trivializare
locald a fibrdarii date. Considerdm pentru fiecare indice a« € A secliunea
canonicd corespunzatoare (4.6) si forma Pfaff w, pe Uy, cu valori in g,
definitd prin we = Zaaw. Atunci oricare ar fix € Uy NUy, X € T M,
are loc formula:

ws(X) = ad(505(z)) " 'wa(X) + Tas(X). (4.11)

Reciproc, dacd se da pentru orice indice a« € A forma w, pe U, cu
valori in g, incdt oricare ar fix € U, NUp, X € T, M, are loc formula
(4.11), atunci ezistd o coneziune T' pe P cu forma de coneziune w
vertficand pentru fiecare indice a € A egalitatea w, = Zg.W.

Aceasta teoremi este deosebit de importantd pentru calcul.

In particular, se arata ca orice conexiune I' pe fibrarea reperelor
liniare L(M) a unei varietiti diferentiabile M este o conexiune liniard
pe M, in sens Koszul [16], iar formula (4.11) devine pe L(M) exact for-
mula de schimbare a componentelor {F;k},-,j,k ale unei conexiuni liniare
pe M, la o schimbare de harta, dacd {(U,, ha)}aca este un atlas pe Af.
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Pentru a obtine acest ultim rezultat, se are in vedere ca I' fiind o
conexiune pe L(M), rezultd ci formele w,, @ € A, au valori in algebra
Lie a matricelor reale M, (R),n = dim M. Se considera caimpul canonic

de repere {%, .y %} pe U,, o € A si se noteaza

(walz5))i = T (@12)

Se are in vedere de asemenea (4.4).

Conexiunea Levi-Civita a unei varietati Riemann M este o conexi-
une pe fibrarea reperelor ortogonale O(M).

Mai mult, dacd varietatea Riemann M este orientabild, cu o ori-
entare fixatd, conexiunea Levi-Civita devine o conexiune pe fibrarea
reperelor special ortogonale SO(M).[17]

Se introduce de asemenea forma de curburd € a unei conexiuni I'
pe o fibrare principald P prin formula:

1
Q=dw+ ;)—[w,w] (4.13)

unde w este forma de conexiune a lui I'. Se observa ca forma de curbura
2 este 0 2-formd g— valuatd. Dacd se fixeazd o bazd { £}, a algebrei Lie
g, se pot considera constantele de structurid c}k, i, j,k=1,..,dimg ale
algebrei Lie g In raport cu aceasta precum si formele reale w* ', ¢ =
1,...,dimg, definite pe P, incat w = Y, w'E;, Q = ¥, 0E;. Atunci
(4.13) se scrie:

0 = duw' + (t;-kwj Awk i=1,..,dimg. (4.14)

Vom da acum un exemplu de o conexiune pe fibrarea triviala P =
M x G, M 5i G fiind respectiv o varietate diferentiabild reald gi un grup
Lie. Actiunea diferentiabild, la dreapta a grupului Lie G pe varietatea
diferentiabild M x G este datd in mod natural prin aplicatia:

((z,a),b) e M x G x G — (z,ab) € M xG.

Fie 7 forma Pfaff canonica pe G, cu valori in g— algebra Lie a grupului
Lie G

Vom defini pe P = M x G o conexiune. Sa vedem care este spatiul
vertical V,,, u = (x, a). Avand in vedere (4.9), s& calculdm R,. A, (V)A €
g. Fie elementul A € g¢; existd atunci drumul diferentiabil b : (—¢,€) —
G,e > 0,b(0) = e cu proprietatea j‘;b(t) li=o= A. Avem R,b(t) =
(z,ab(t)), deci R . A = %(z,ab(t)) |i=o= (0, Ly, A). Deci, in acest caz:

V= {(0,LasA) | A € g}, (V)u = (z,a) € M x G.

Rezulta:
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Va = {(0,X,) | X, € T,G}, (¥)(z,0) € M x G.

Un complement natural al spatiului vertical V,,u = (z, a) este

Q. = {(X;,0) | X; e T,M},(Y)u = (z,a) € M x G.
Se demonstreazd imediat cd distributia

u=(z,a) € P— (z,0) € Q, CT,P
P=MxG,

are toate proprietitile distributiei orizontale din definitia unei conexi-
uni pe o fibrare principald. Conexiunea astfel ob{inuta pe fibrarea
triviala P = M x GG se numeste coneriunea canonicd platd. Notand
cu f: M x G — G proiectia pe al doilea factor, se arata ci forma de
conexiune w a conexiunii canonice plate este w = f*7.

De un interes deosebit pentru dezvoltirile noastre ulterioare este

Teorema 5. Fie f: P'(M,G') = P(M,G) un morfism de fibrdri
principale ce se proiecteazd pe aplicatia identicd a varietdfit de baza M
st corespunde morfismului de grupuri Lie h : G' — G cu proprietatea
cd diferentiala sa h,o : ToG' — T,G este izomorfism de algebre Lie,
unde ¢ ¢ sunt elementele unitate respectiv ale grupurilor Lie G'|G.
Fie I o coneziune pe P avand I-forma de conexiune w. Alunci ezxistd o
unicd coneriune I'' pe P' cu proprietatea cd aplicatia f, duce subspatiul
orizontal al lui P’ in subspatiul orizontal al lui P. In plus, dacd ' este
1-forma de coneziune a coneziunii I'' pe P’, atunci f*w = h,W'.

Demonstrafie. Definim conexiunea IV pe P’ prin forma sa de conexi-
une w'. Luam

W =h'o f'w, (4.15)

unde am notat h, = h,.. Este evident cd 1 -forma w’ definitd astfel are
proprietatile unei 1-forme de conexiune (vezi Propozitia 3). In adevar,

fie X'e T P, v € P,d €G,a=h(d), X = f.X'. Avem:

W Ry X') = B[Ry X') = h (R, X) =
h; {ada™"w(X)] = [hr (ada=") R w(X)] =
(ada"~')w'(X').

Pentru a proba gi cea de a doua proprietate pe care trebuie sd o
verifice w’ pentru a fi 1-forma de conexiune a unei conexiuni pe fibrarea
principald P’, sd considerim A’ € ¢', A = h,(A’) € g, unde am notat
ca de obicei cu ¢', g respectiv algebra Lie a grupului Lie G’ respectiv
G. Consideram A™, A* campurile fundamentale de vectori respectiv
corespunzatoare lui A’, 4. Avem:

WAy =hT'w(A*) = k[N A) = A0
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Fibrari asociate

Fie P = P(M,G) o fibrare principald gi F' o varietate diferentiabild pe
care grupul Lie G actioneazi diferentiabil la stanga. Se noteazi prin
juxtapunere atat actiunea grupului Lie G pe P, data in definitia fibrarii
P = P(M,G), cat si actiunea lui G pe F. Se poate defini o actiune
diferentiabild, la dreapta a grupului Lie G pe varietatea produs P x F
in modul urmétor: oricare ar fi (¢,£) € Px F si a € G definim aplicatia

(u,€),a) EPXx FxG — (u,fla€c Px F
(u,€&)a = (ua,a™'€).

Fie E = PF spatiul orbitelor varietitii produs P x F' modulo
actiunea lui G descrisid mai sus gi ué € F clasa elementului (u,§) €
P x F. Initial multimea E nu poseda nici o structura de varietate
diferentiabila.

Fie m : P — M proiectia fibririi P; atunci definim prozecfia

g E— M, mg(u€) = n(u), (V)ué € E.

Oricare ar fi x € M vom spune ci 75" (z) este fibra deasupra lui z
sau, dacd mg(u€) = x, mai spunem ci 75 (x) este fibra prin u.

Fie {U,}aca 0 acoperire de trivializare locald a fibrdrii principale
P = P(M,G). Avem atunci (4.1), (4.2) si putem defini, oricare ar fi
« € A aplicatia

St 5 (Uy) = Uy X F, Sy (u€) = (m(w), ta(w)E), (V)uf € n5' (Uy)-
(4.16)
Evident, oricare ar fi indicele « € A, aplicatia S, este bijectie i

5:1(2,€) = za(z)E, (V)(2,€) € Ua x F, (4.17)

unde z, : Uy — 7Y (U,) este sectiunea canonicd (vezi 4.6)). Se
introduce pe E o structurd de varietate diferentiabild incat bijectia
So : T (Us) = U, x F devine difeomorfism oricare ar fi & € A, iar
proiectia mg : £ — M devine diferentiabila.

Vom spune ¢ E = PF este fibrarea asociatd fibrarii principale
P = P(M,G), cu fibra tip (standard) F, cu grupul structural G si
protecfia 7g : E — M. Uneori vom nota:

E=PxgF.

Aplicatiile S, : 75" (U,) = U, x F,a € A se numesc aplicafiile
de trivializare locald ale fibrdrii E = PF, corespunzdtoare acoperirii de
trivializare locald {Us}aca-
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Oricare ar fi indicele a € A,z € 7g'(U,), definim bijectia

Tz Tp (z) = F,Taz(uf) = ta(u)t, (V)ué € 15 (z) (4.18)
(vezi si (4.16)). Avem, oricare ar fi £ € F :

Taa(6) = za(2)€ (4.19)
(vezi i (4.17)).
De exemplu, fibrarea asociata fibrarii principale a reperelor liniare
L(M) cu fibra tip R?,n = dim M, este fibrarea tangentd T M.
In adevir, pe produsul cartezian L(M)x R", grupul Gl(n; R)
actioneaza in mod natural astfel:

(V) (u, &) € L(M) x R™, (V)a € Gl(n; R),
(u,€)a = (ua,a™'€) € Gl(n; R).
Clasa de echivalentd a perechii (u,§) € L(M)x R" modulo aceastd
actiune a grupului Gl(n; R) va fi (u,£) = Y &X; € T, M, daci £ =
(€., ,u=(z,X),z € M, unde X = (Xi,..., X,,). Accasti identifi-
care este corectd deoarece nu depinde de reprezentantul (u,§) al clasei
(u,/\f) Deci, orice clasa (17,\5) este un vector tangent la Af.

Invers, fiecarui vector £ € T, M putem face si-i corespundi o clasa
astfel; considerim wug reperul canonic din spatiul tangent T, M| in raport
cu un sistem de coordonate definit intr-o vecindtate de coordonate a
punctului z € M, iar (£!,...,€*) € R" coordonatele lui in raport cu
acest reper.

Din cele de mai sus rezultd TM = L(M)x; R", G = Gl(n; R).

La fel, fibrarea asociatd fibrarii reperelor ortogonale O(M) a unci
varietati Riemann n— dimensionale, cu fibra tip R" este T'M ca gi cea
asociatd fibrarii principale a reperelor special ortogonale SO(M), cand
M este varietate riemanniana, orientabila.

Observatie. Cu notatiile anterioare, dacd E = PF este fibrarea
asociatd fibrarii principale P = P(M,G) cu fibra tip F, oricare ar fi
w€ Pa€G,€€ F avem:

(ua)€ = u(af). (4.20)

Studiul sectiunilor unei fibrari vec-
toriale
In cele ce urmeaza, P = P(M, G) este o fibrare principald, cu proiectia

7 : P — M, G fiind un grup liniar. Daci fibra tip F estc un spatiu

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fibrari

91

vectorial, vom spune cd E = PF este fibrare vectoriald. Notim ca de
obicei mg : E — M proiectia.

De exemplu, T M este o fibrare vectoriald cu fibra tip F = R, n =
dim M.

Fie {Ua}aca 0 acoperire de trivializare locali a fibririi principale P
iar {sq}aca familia difeomorfismelor de trivializare locali corespunzi-
toare, date de (4.1), (4.2). Fie, pe de altd parte, {S,}aca familia difeo-
morfismelor de trivializare locali a fibrarii asociate £ = PF, difeomor-
fisme date de (4.16). Se introduc de asemenea aplicatiile Ty ;, (V)a €
Az € m7HU,), date de (4.18).

Cu aceste notatii, demonstram:

Propozitia 6. Oricare ar fi punctul x € M, fibra deasupra lui
T,m5 ' (x) este spatiu vectorial izomorf cu fibra tip F.

Demonstratie. Oricare ar fi up € 75'(x) un punct fixat, rezulti ci
75 (x) = {w€ | € € F}. In adevir, oricare uf’' € 73'(z),u € P, € F,
rezultd, din definitia aplicatiei 75 : £ — M, cd w(u) = z. In acelasi
timp avem si m(up) = z, deci existd @ € G incidt u = uga. Avem
u€' = (wa)&' = up(a€’),din (4.20). Notind acum a€& = £, deducem
ué' = upk.

Utilizand structura de spatiu vectorial real a fibrei tip F, definim
pe mg'(x), fibra deasupra lui @ € M, o structurd de spatiu vectorial
real.

Operatiile de adunare, respectiv inmultire cu scalar, se definesc ast-
fel: oricare ar fi upf;, ups, up€ € 75 (), A € R, avem

uo€1 + upba =% up(€) + &), (4.21)

Mup€) =% uy(AE). (4.22)

Un izomorfism al spatiilor vectoriale 7z'(z) si F se obtine con-
siderand aplicatia uof € 75'(z) —» € € F.O

Observatie. Oricare ar i £ € M exista @ € A cu proprietatea
z € U,. Deducem cA T, ; : ng'(z) — F (vezi (4.18)) este un izomorfism
de spatii vectoriale, {inind cont ci t,(u) € G, (V)u € 77'(z) §i G este
un grup de transformairi liniare, din ipoteza.

In particular, daci fibra F este o algebri reala iar grupul Lie G este
inclus in AutF — grupul automorfismelor algebrei F, oricare ar fiz € M
spatiul vectorial F, dat de Propozitia 6, poate fi dotat cu o structurd de
algebra reald cu produsul a doua elemente arbitrare ug&,, upés € 7TEI(.’L‘)
dat prin formula:

(wo1)(uoe) = uo(£162)- (4.23)

Izomorfisinul de spatii vectoriale T, : 75'(z) — F devine un
izomorfism de algebre deoarece G C AutF. De asemenea aplicatia
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upf € mg'(z) — € € F este izomorfism de algebre.

Definitie. Se numeste secfiune a fibririi asociate F = PF orice
aplicatie diferentiabild ¢ : M — FE| cu proprietatea mg o ¢ = 1, unde
1p : M — M este aplicatia identica.

Vom nota I'(E) spatiul sectiunilor fibrarii £ = PF.

In particular, sectiunile fibririi tangente TM sunt campurile vecto-
riale pe M.

Dacd ¢ € I'(E), si observdm ci se poate defini oricare ar fi a € A
aplicatia diferentiabila

Vo : Us = F,pa(z) = To o (p(x)), (V)z € U,. (4.24)

¥

Are loc:
Propozitia 7. Dacd ¢ € T'(E), fie {¢ataca familia aplicafiilor
definite prin (4.24), oricare ar fi indicele a € A.
Atunci, oricare ar fi punctul x € U, NUs,, B € A, se verificd
egalitatea:

ps(x) = sgalz)palz) (4.25)

unde {sas}a s este familia funcfiilor de tranzifie corespunzdloare acope-
ririi de trivializare locald {U,}aca, date de (4.9).

Reciproc, dacd se dau aplicafiile o, : Uy = F,a € A, ce verificd
(4.25) oricare ar fi indicii o, B € A gi punctul x € U,NUp, atunci ezistd
¢ € T(E) o sectiune cu proprietatea po(z) = Ty (p(2)), (V)z € U,.

Demonstrafie. Deoarece avemn (4.24), rezultd oricare ar iz € U, N
Us,e, 3€ A

T, 2 (va(t)) = Ty (ps(z)) (4.26)
si atunci din (4.19), deducem:

2o()pal(r) = z5(x)0s(2). (4.27)

Din (4.7) i din proprietatea actiunii grupului Lie G pe P de a fi liberd,
deducem (4.25).

Reciproc, definim ¢ : M — E prin p(z) = Tl (va(z)), (V) €
U,,a € A. Rimane de vazut dacd aceastad definitie este corecta, adica
sd ardtdm cd daca z € U, N Uy, atunci are loc egalitatea (4.26). Dar
(4.26) este echivalentd cu (4.27), cum am observat mai sus. Aceastd
ultima egalitate este adevaratd, din (4.25), (4.7).0

S consideram cazul particular al fibrarii asociate fibrdrii reperelor
liniare L(M) a varietitii diferentiabile reale n— dimensionale M, cu
fibra tip R". Aceasta este chiar fibrarea tangenta TM a varietatii M.
O sectiune ¢ € ['(T M) este de fapt un camp vectorial pe M. Tinand
cont gi de (4.4), se arata ca alegand o acoperiere a lui M cu hartile unui
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atlas {(Ua, ha)}aea, rezulti ca formula (4.25) reprezintd chiar formula
de schimbare a componentelor cimpului vectorial ¢ cand se trece de la
harta (U,, he) la harta (Ug, hg).

In incheierea acestui paragraf, si remarcam ca, in general, dacid
E = PF este o fibrare algebrica, deci fibra tip F' este o algebra, atunci
oricare ar fi sectiunile p,p1, o € T'(E), rezultd ci putem defini in mod
natural suma ¢; + o2, produsul ¢;ps precum si multiplicarea fy unde
f € F(M), considerand:

pr+ 92 M = E, (¢ + ) (z) = p1(z) + p2(z), (V)T €M
p1p2 1 M = E, (p1p2)(z) = p1(2)p2(z), (V)z € M, (4.28)
fo: M = E,(fo)(z) = f(z)p(z), (V)z € M.

Mai mult, dacd {U, }4ea este o acoperire de trivializare locald a fibrérii
principale P, rezulta::

(301 + 902)01 = Yia T P2a;
(©192)a = P1aP2as
(f(P)a = f‘Pm
oricare ar fi «« € A. Aceste relatii rezulta din proprietatea aplicatiei
T, : 7 Yx) — F de a fi izomorfism de algebre oricare ar fia € A,z €
U, gi din delinitia (4.24)

Derivarea covarianta a sectiunilor

Fiec E = PR" fibrarea vectoriala asociatd fibrarii principale P =
P(M,G), cu fibra tip spatiul vectorial real R™ si grupul structural
G C GL(n; R).

Daca {U, }.ca este o acoperire de trivializare locald a fibririi prin-
cipale P, vomn utiliza notatiile din paragrafele precedente pentru difeo-
morfismele de trivializare locala, functiile de tranzitie corespunzatoare,
etc. Consideram " o conexiune pe fibrarea principala P. Oricare ar fi o
sectiune p € T'(FE) si pentru orice X un camp de vectori pe M, putem
da urmatoarea notiune:

Definitie.  Derivata covariantd Vxp a secfiunii ¢ € I'(E) in
directia campulut vectorial X € X (M), in raport cu conexiunea I este
sectiunea fibrarii E corespunzitoare familiei de aplicatii {{Vx¥)a}aca,
unde oricare ar fi indicele @ € A, (Vxp)q : Uy = F,

(Vx¥)a = Yas(X) + wa(X)Pa, (4.29)

{Wa }aea filnd familia 1-formelor g— valuate asociate conexiunii T’ core-
spunzdtor acoperirii {U, }oea (a se vedea teorema 4).
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Pentru buna intelegere a acestei definitii se impun unele comentarii.

Oricare ar fi punctul 2 € U,, si observim cd wq,(X;) este o transfor-
mare liniara a lui R", deci are sens w,(X;)pq(z) deoarece p,(z) € R™.

Formula (4.29) generalizeaza formula de derivare covariantd a cam-
purilor vectoriale ale unei varietiti diferentiabile M in raport cu o
conexiune liniari. In adevar, se are in vedere faptul cid orice camp
vectorial pe M este o sectiune a fibrarii tangente TM care poate fi
privitd ca fibrare asociatd fibrarii L(M) a reperelor liniare a lui M,
cu fibra tip R®,n = dim M. Pe de altid parte, orice conexiune liniara
V pe M este de fapt o conexiune pe fibrarea reperelor liniare L{M).
Pastrand notatiile generale, fie ¢ € I'(TM) un camp vectorial pe M,
iar {U, }aca 0 acoperire a lui M cu vecinititi de coordonate. Pentru
a € A fixat, avem

, 0
p(z) = @’(x)?(:t), (V)z € U,,
z
unde {%, ey % reprezinta cimpul canonic de repere pe U,.
Atunci T, o (p(x)) = @' (z)e;, unde {ey, ..., e,} este reperul canonic
din R*. Dacid X = 5%, cu notatia (4.12), formula (4.29) devine:

s 690:)1 § A
(Vo0)s = 505 + T (4.30)

adicd bine cunoscuta formuld ce exprima componentele relativ la o
hartd ale derivatei covariante a unui camp de vectori ¢ € T'(TM) in
directia campului de vectori X.

In cazul general, se pune problema urmatoare: deflinitia derivatei
covariante V x a sectiunii p € I'(F) este corecta? Pentru a rdaspunde
la aceastd intrebare, trebuie studiat dacd in adevar familia de aplicatii
{(Vx©)a}taca definesgte o sectiune a fibriarii E. Conform Propozitiei 7,
este de vazut daca, oricare ar fi indicii «, 8 € A, se verificd egalitatea:

(Vx©)s(x) = $ga()(Vxp)alz), (V)z € Uy NUs. (4.31)

Utilizand (4.11), (4.29) avem succesiv:

(Vxp)s(z) =
= 5o (Xe) + [(@l(50())” wa(Xe) + 75300 (Xloa(@)  +5Y

Din (4.25), folosind regula Leibnitz [17] de calcul a diferentialei unei
functii diferentiabile definite pe un produs de varietiti diferentiabile,
deducem:

‘pli-u(Xx) = SBax ()(J:)‘Pa(l) + Sﬁa(x)cpa*(’\/a:)' (433)
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Inlocuind (4.33) in (4.32), rezult (4.31), daci se foloseste si egalitatea:

5gax(Xz)3ap(T) + 5pa(T)5ap: (Xz) =0,

ce provine din diferentierea ambilor membri at formulei

Spa(Z)sap(z) =€,
e € G fiind elementul neutru. Deci definitia este corectd. Are loc

Propozitia 8. Oricare ar fi secfiunile ¢, 1,2 € T'(E), functia
f € F(M) si campurile de vectori X,Y € X (M), se verifica egalitdtile:

Vxivyp = Vxp + Vyop,
fo‘P = fVxo,
4.34
Vxfo= [Vxo+ (X o (4.34)
Vx(w1+92) = Vxo1 + Vxpo.

Demonstratia o lasam ca exercitiu.

S& observam cd proprietétile (4.34) generalizeazd axiomele date in
definirea unei conexiuni liniare dupa Koszul.

Prezentim acum unele generalizari.

Definitie. Fie P = P(M,G) o fibrare principala i p : G — GL(V)
o reprezentare liniard a grupului Lie G, unde V" este un spatiu vectorial.
Atunci se poate defini o actiune diferentiabild, la stanga a grupului Lie
G pe spatiul vectorial V astfel:

(a,€) e G xV = pla)f € V. (4.35)

Fibrarea asociata fibririi principale P = P(M,G), cu fibra tip
spatiul vectorial V| pe care G actioneazia la stanga prin intermediul
reprezentdrii p, ca in formula (4.35), se numeste fibrare vectoriald aso-
ctatd reprezentdrii p gi se va nota F = PV, sau E =P x, V.

In cazul particular cand G este un grup liniar gi p = Id, se obtine
fibrarea vectoriala PV asociata fibrarii principale P, cu fibra tip spatiul
vectorial V.

Fie {Ua}aca 0 acoperire de trivializare locald a fibririi principale
P = P(M,G). Oricare ar i « € A,z € U, definim aplicatia T, ; :
7z (z) — V, prin

Tz (u€) = p(ta(w))E, (V)ué € E = PV,

unde s-au folosit notatiile definite prin formulele (4.1), (4.2). Rezulta
oricare ar fi indicii o, 8 € A, oricare ar fi £ € V,z € U, N Uy formula:

T 0 Taa(€) = p(shal(2)).
Definitie. Fie I' o conexiune pe fibrarea principala P = P(M,G)
si ¢ € [(PV,) o sectiune arbitrara, iar X un cdmp de vectori pe M.
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Se numeste derivata coveriantd a secfiunii ¢ in direcfia lur X, in
raport cu conexiunea I' sectiunea Vx¢ € I'(PV,) data prin formula:

(Vx9)a = Par(X) + pu(wal(X))pa (4.36)

unde {wa}aca este familia 1— formelor locale de conexiune ce cores-
pund acoperirii de trivializare locald {Up, }aca-

Se demonstreaza ci definitia aceasta este corecti. Formula (4.36)
generalizeaza formula (4.29).
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Definitie. Sectiuni

Fie varictatea riemanniand n— dimensionald (M, g) si O(M) fibrarea
reperelor ortogonale a lui M.

Amintim c¢d punctele varietatii O(M) sunt perechi (z, X) unde z €
M, iar X = (Xy,..., X,) este reper ortonormat in raport cu g¢,, din
spatiul tangent T, M.

Orice celement v = (z,X) € O(M) poate fi privit deopotriva ca
izometria v : R* — T, M, u(e;) = X;, (V)i € {1,...,n} unde {ey,...,e,}
este reperul canonic din R".

Reciproc, orice izometrie u : R* — T, M furnizeaza un reper X =
(X1, ..., Xy) ortonormat in raport cu g; al lui T, M, considerand X; =
u(e;), (V)i € {1,...,n}.

Grupul structural al fibrarii O(M) este grupul ortogonal O(n).

Propozitia 1. Orice transformare ortogonald a € O(n) se extinde
la un automorfism a : Cl, — Cl,,.

Demonstrafie.  Din definitia grupului ortogonal, rezultd ca ori-
care ar i @ € O(n) si oricare ar fi x € R" avem Q(z) = @Q(ax),
unde Q este forma patratici standard pe R”. In algebra Clifford Cl,
se verilicd egalitatile: 22 = —-Q(z).1,(az)? = —-Q(azx).1, de unde
(ar)® = —Q(z).1. Din proprietatea de universalitate dati in definitia
algebrei Clifford, exista un morfism de algebre unic a ce face comutativa
diagrama:

97
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Cl,

% \, a
R* a Cl,
_>

unde @ : R* — Cl,, este incluziunea canonica.
Fie {fi, ..., fa} o bazd ortonormati arbitrara din R" i

{fil---fis}1§i1<...<is§n,3 € {0,1,...,n}

baza corespunzitoare a algebrei Clifford Cl,.
Cum aplicatia a : Cl, — Cl, este morfism de algebre, avem

a(fil"'fis) = a(fil)"'a(fis))
M1<i<...<i;,<n,s€{0,1,....,n}.

Transformarea a : R® — R” fiind ortogonald, rezulta ci

{a(fl)’ tees a(fn)}

este o bazd ortonormati, deoarece {fi, ..., fn} este o baza ortonormata.
Atunci

{a(fi))--a(fi,) }ii<..<isrs € {0,1,...,n}

este o baza din Cl,, deci a duce o baza intr-o baza deci este automorfism
de algebre.O

Am demonstrat astfel cd O(n) C AutCl,. Este de observat ¢ orice
automorfism a al lui R™ ce extinde o transformare ortogonald a € O(n)
are proprietatea de a invaria spatiul vectorial R". Se arata imediat ca
singurele automorfisme ale algebrei Clifford Cl,, ce invariaza spatiul
vectorial R* sunt de aceastd formi. In adevir, dacd f € AutCl,, este
un automorfism ce invariaza R* | atunci (V)z € R" , avem f(z) € R";
mai mult, din proprietitile algebrei Clifford:

2 = —Q(z).1, (f(@))* = -QU/(2)).1.

Cum f este automorfism, rezultd f(r?) = (f(z))?, de unde, Q(z) =
Q(f(z)). Deci restrictia lui f la R™ este o transformare ortogonala.

Din teoria generald, deoarece O(n) C AutCl,, rezultd ci existad
fibrarea algebricd asociata fibririi reperelor ortogonale O(AM), cu fibra
tip algebra Clifford Cl,,n = dim M. Vom nota aceasta fibrare Cl(M)
si 0 vom numi fibrarea Clifford a varietdtii riemanniene M. Se noteaza
uneori:

Cl(M) = O(M) X o) Cl.
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Urmarind constructia generald a fibririlor asociate, si vedem care
sunt punctele varietdtii C{(M). Oricare ar fi (u,p) € O(M) x Cl,, sa
scriem

o= Z P ie; e, g € R,

1<, <...<2s<n
s=0,1,...,n

unde {ey, ..., e, } este baza canonici din R". Definim o actiune la stinga
a grupului ortogonal O(n) pe F = Cl, in modul urmétor: oricare ar fi
a € O(n),(u,p) € O(M) x Cly,u: R* - T, M —izometrie,

((u,),a) € O(M) x Cl, x O(n) = (u,p)a € O(M) x Cl,
(u,0)a = (uoa,a ty)

unde voa : R* — T, M este izometria obtinutd prin compunerea
transformadrii ortogonale a € O(n) cu izometria u iar

aTlp= D @taTHey)..a ey,).

1<i1 <. <is<n
s=0,1,....n

Deducem ci orbita elementului (u, ) € O(M) x Cl,, modulo aceastd
actiune a grupului ortogonal O(n) pe varietatea produs O(M)XCl,
este:

wp= 5 XX (5.1)

1< <...<25<n
s=0,1,...,n

unde {X), ..., X,,} este reperul ortonormat in raport cu g, din spatiul
tangent T, M obtinut prin u(e;) = X;, (V)i € {1,...,n}.

Din (5.1) deducemn ca up € Cl(g;) unde Cl(g,) este algebra Clifford
asociatd formei patratice g, : T, M — R. Reciproc, orice element din
Cl(g:) este orbita unui element (u, ) € O(M) x Cl,,, modulo actiunea
grupului ortogonal O(n) pe O(M) x Cl,. Ca urmare:

CUM) = UpenCl(gs). (5.2)

Notand cu 7 : CI(M) — M proiectia, rezultd ci n~'(z) = Cl(g;),
oricare ar fi punctul x € M. Deci, fibra fibrarii Clifford CI{(M) deasupra
oricarui punct x € M este algebra Clifford Cl(g,). Este de observat ca
oricare ar fi punctul x € M, avem incluziunea canonica T, M C Cl(g,)
i ca urmare TM C CL(M).

Sa studiem acum sectiunile fibrarii Clifford CI(M). Considerdm
{Ua}aea 0 acoperire de trivializare locald a fibrarii O(M) cu vecinititi
de coordonate normale. Va rezulta (4.4) unde (z!, ..., z"), (¢}, ..., z™)
sunt coordonatele pe U, respectiv Uy iar sqg : U, N Us — O(n) sunt
functiile de tranzitie corepunzitoare acoperirii date, oricare ar fi in-
dicii «r, 3 € A. Orice sectiune ¢ € T'(CI(M)) va fi datd de o familie
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{Pataca,Pa : Ua = Cly, (¥Y)a € A incat se verificd conditiile (4.25).
Ca urmare, pentru a, 3 € A arbitrari avem respectiv:

ba= X pte.e,gl e F(M),  (53)

1< <..<is<n
s=0,1,...,n

pg = Z (pg"'iseil...eis, (pfgll" € }-(M),

].Si] <---<ia$1‘l
s=0,1,...,n

unde

ax’il aa:’ig . .
1---Js . .
oTh = fris (PZ, ’ (V)ls.:l:f),lfl,snsn (54)

2)...0s
Pyt = 2,
1<71<...<js<n
s=0,1,...,n

Formula (5.4) generalizeaza formula de schimbare a componentelor

unui camp vectorial al lui M la o schimbare de hartad. De altfel,

campurile vectoriale ale lui M sunt cazuri particulare de sectiuni ale
fibrarii Clifford CI(M ).

Derivarea covarianta in CI(M)

Fie V conexiunea Levi-Civita a varietdtii riemanniene n— dimensionale
(M, g).

Oricare ar fi ¢ € T(CI(M)), X € X(M) se defineste derivata covari-
antd a sectiunii  in directia campului vectorial X ca o noud sectiune
Vxip € T(CI(M)) definita prin familia de aplicatii {(V x¢)a}aca, date
prin formula (4.29).

Sa& explicitim termenul wq (X )4 din formula (4.29). Cum wa(X) €
o(n), unde o(n) este algebra Lie a grupului ortogonal O(n), exista un
drum diferentiabil a : (—¢,¢€) — a(t) C O(n),e > 0, cu proprietatea ca

5)

(2}

d
(1(0) = Ina Et'a(t) |t=0: w(X)1 (

unde I, este matricea unitate de ordin n. Presupunem ca sectiunea
¢ € T'(CI(M)) se exprimd local prin formula (5.3). Atunci, oricare ar
fi t € (—e,€), deducem:

ablpa = Y. Earalt)es,-alt)es,,

1< <. <i5<n
s=0,1,...,n

avand in vedere cd O(n) C AutCl,. Prin calcul, obtinem, tinand cont
de (5.5):
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wa(X)p = > Z Qi be e (W(X)e, e, e, (5.6)
15113 1<zu.,<n_1 =0
s=0,1,...,n

in particular, dacd ¢ este cimp vectorial pe M, formula (5.6) devine
(4.30) adica exprimarea in coordonate locale a legii de derivare co-
variantd in directia lui X a cdmpului de vectori ¢. Cum am remar-
cat anterior, avem TM C CI(M). Deci orice camp vectorial pe M
este o sectiune din I'(CI(M)). Observim acum ca derivarea covarianta
a sectiunilor din T'(CI(M)) generalizeazi pe aceea a sectiunilor din
[(TM).

Propozitia 2. Oricare ar fi p, 9 € T(CI(M)) si X € T(TM) are
loc egalitatea:

Vix(pv) = (Vxo)y + (V). (5.7)

Demonstrafie. Considerdam {U, }qca 0 acoperire de trivializare lo-
cald a fibrarii reperelor ortogonale O(M ). Ca urmare, sectiunile @, res-
pectiv ¢ vor fi caracterizate de familia de aplicatii {©g}aca, respec-
tiv {¢)a}, ... Deoarece avem egalitatea (p9¥)a = @Ya¥a, (V) € A, din
formula Leibniz deducem:

(P¥)ar (Xz) = Vo (X2)Va(T) + PalT)¥a: (X)), (5.8)

oricare ar i X € X(M),z € U,,a € A. Din (4.36), rezultd oricare ar
i X € X(M):

Vx(#¥)alt) = (p¥)as (Xz) + wa (X ) (pa(z)¥a(z)) (5.9)
Din (5.6), deducem:

wa(X2) (2ol () = (w0 (Xe)pa(2)alz) +
+00() (wa (X )a(2)). (5.10)

Introducand (5.8) si (5.10) in (5.9) si tindnd cont de (4.36), rezultd
formula ceruta (5.7).0

Consideram, ca gi pand acum cd M este o varietate riemanniand, cu
metrica g. Fie acum {e,,...,e,} un cdmp ortonormat de repere definit
pe un deschis U C M. Orice sectiune ¢ € T'(CI(M)) se poate exprima
local, pe U, sub forma:

p= Y dhe e, d € F(U), (5.11)

1< <...<15<n
s=0,1,...,n

deoarece oricare ar fi z € U avemn ¢(z) € Cl(g;).
Corolar 3. Oricare ar fi X € X(M) avem:
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Vxp = Yi<iic..<ig<n X (@15)e;, .6, +
s=0,1,...,n (512)

s et
+ Zl§i|§...<i55n 2k=1 at TR~ T (Vxe,-k)eikﬂ €.
s=0,1,...,n

Demonstratia este imediatd aplicand Propozitia 2 si tinind cont ca
e € I'(CU(M)),(V)k € {1,...,n}.

Structura riemanniana

Vom introduce pe fibrarea Clifford CI(M) o structurd riemanniand ce
va fi notatd <, > . Fie {e, ..., e,} un cadmp ortonormat de repere definit
pe un deschis U C M.

Vom spune cd I = (1y,...,4s) este un mulli-indice, dacd i, ..., i
sunt numere naturale satisficind conditiile 1 < 7} < ... < iy < n.
Numadrul s € {0,1,...,n} se va numi lungimea multi-indicelus I. Notam
er = e,...e;,, dacd I = (iy,..., %5) este un multi-indice.

Oricare ar fi multi-indicii I = (41, ...4),J = (J1, ..., Jr), definim:

< e, ey >= (51J (513)

unde
. ldacal =.J -
01 = { 0daca I #.J (5.14)

Este ugor de constatat invarianta formulei (5.13) la schimbarea
campului ortonormat de repere {ey,...,e,}, avand in vedere ortogo-
nalitatea matricei de trecere.

Este util de observat ca (5.13) se poate scrie echivalent sub forma:

< €40, 65,65, >= 0, det(g(e;,, ej.))u=1,.s (5.15)
v=1,..,7
oricare ar fi multi-indicii I = (i1, ..., 45), J = (1, -, Jr)-
[ntroducand pe fibrarea Clifford C!(Af) structura riemanniana <, >
data de (5.13), oricare ar fi punctul x € M fibra Cl(g,) deasupra lui
x € M este dotatd cu produsul scalar <, >, ce face ca baza

{(,Zil (.’L‘)...C,‘s (.’L') } lS'fl <..<is<mn

s=0,1,....,n
sd fe ortonormata.
Mai mult, se stie ca TM C CIU(M); avem <, >|rp=g.
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Propozitia 4. Daca V este coneriunea Levi-Civita a metricii
g a varietafii Riemann M, atunci, oricare ar fi X € X(M),p,¢ €
['(Cl(M)), are loc egalitatea:

<Vxp, v >+ <p,Vxp>=X < p,¢>. (5.16)

Demonstratie. Fie {ey, ..., e,} un cimp ortonormat de repere definit
pe deschisul U C M.

Considerdam sectiunile ¢,y € T'(Cl(M)) date local prin expresia
(5.11), respectiv:

Y= ) bive e, B € F(U). (5.17)

1<51<...<Jr<n
r=0,1,...,n

Utilizand (5.11), (5.12), avem:

< Vxp, v >=< 21_<_z'1<.._<1‘s§nX((I,il""is)(’,il...(’,is,'lb > +

s=0,1,...,n

) ) s t1....1 s Yo )
< 21511<---<135” Zk:l a™ seil"'e‘ik_l (VXCzk)(/z,\._H "'6157 '4 >
s=0,1,....,n

unde ) se exprima local prin formula (5.17).

Din (5.15), deducem ci in suma precedentd toti termenii care au
T # s sunt nuli.

Pentru a calcula produsul scalar

<€y (Ve e, e, e ..e5 >,

scriem
n
, _ vt ) _ tru
Vx(;ik =X VBL(‘ik = Z X Ftik(’u
u=1

gi apoi punem indicii din multimea S = (¢, ..., tk—1, &, tk41,--., ¢5) 1N
ordine crescatoare.

Termenii care contin indici egali se vor anula, deoarece avem for-
mula e = —g(e;,€;).1,(V): € {1,...,n}, (vezi (3.9)) si atunci multi -
indicii ce se prezinta in produsul scalar au lungimi diferite. Daca indicii
din S sunt distincti, aranjarea factorilor ¢;, ...e;,_ e,e;,  ...e; in ordinea
strict cresciatoare a indicilor lor, revine la un numdr de schimbari de
semn, deoarece are loc de asemenea formula e;e; = —eje;, oricare ar
fi indicii distincti ¢,5 € {1,...,n} (vezi (3.9)). Aceleasi modificari de
semn se fac cand se schimba ordinea liniilor din det(g(e,, €,))ues, unde

veJ

J este multi-indicele J = (j, ..., J5), pentru a pune elementele u € S
sd indexeze liniile matricei (g(e,, e,))ues in ordine strict crescdtoare.
veJ

Rezulti:
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< €, <€y (Vxe,-k)eikH €5 €5, €5, >=
9(€iy€5) 9(€iz, €5,) - g(eir€,)
g(eiz) ejl) g(ei-), ) ej-z) g(eiza ejs)

g(eik_17ej1) g(eik_pejz) Yy 9y g(eik_”ejs)

B g(vxeik’ejl) g(vxeik’ej-z) - g(vxeik’ejs)
g(eik+l ) ejl) g(eik+1 ’ eJ"z) g(eik+1 ’ ejs)
g(eis bl e]l) g(eis, e])) g(eis’ ejs)

Utilizdm acum faptul cd V este conexiune metrici, deci:

9(Vxei,,e;,) +g(e;, Vxe;,) = Xgle,,e;), (Vv e {1,..,:

de unde:

9(Vxes,e5.) +g(e,, Vxe;) =0,(Vv e {1,..,s}.

Atunci, din (5.18) deducem:

< €5, | (VXeik)‘f"-in €, €5yl D=

— < eyl e ey (Vxeg e ej >

Urmeaza:

< Vo, >= Eiggi<.<jscn X (@2 7)b01 74

s=0,1,...,n

+ Zlfj1<...<j5§n aJl]qX(b]l]b)_ <, Vxl/) >=

s=0,1,....n

=X<pvv>—-<p, Vxyp>.0

(5.18)

Fie M varietate riemanniana orientabild, cu o orientatre data. Se
poate defini pe Cl(M) o sectiune globald w. Oricare ar fi un camp
ortonormat de repere pozitiv orientat {e;,...e,} definit pe deschisul

U C M, consideram

wly=ey....en,n = dim M.

(5.19)

Dacd U C M este un alt deschis ca proprietatea U N U’ # 0 si
{e}, -, e, } este un cdmp ortonormat de repere pe U’, pozitiv orientat,
atunci pe UNU" avem ¢; = ¥75_, ale;, unde (af(z));; € SO(n), (V)z €

UnU'. Calculam
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n
/ ’ 1 1
€€, = Y  al.ale..e,. (5.20)
il,---,’in=1
Suma din membrul drept din egaliatea (5.20) se desparte in doua sume:
una cu toti indicii ¢y, ..., ¢, distinc{i gi una in care cel putin doi dintre
acegti indici sunt egali. Cea de a doua sumai se anuleazi deoarece, de
[ s o . n l ," - . _ ."

exemplu, dacd i, = i, = ¢ atunci Y1, ajal = 0, matricea a = (aj)s;
fiind ortogonala. Deducem cd (5.20) devine:

/ ! 11 i
€€, = Y al.adle;,..¢,. (5.21)
11,e0sin

dist.
Indicii ¢,...,i, € {1,..,n} fiind distincti, rezultd ci {iy,...,7,} =
{1,...,n}. In fiecare termen al sumei din membrul drept al formulei
(5.21) putem pune indicii 7y, ..., 7, in ordinea crescitoare. Avem per-

mutarea

Atunci deducem:

e...en =[x

= _,ai...ain(signo)le,...ep =

i yoeosin=
= (deta)e,...e,, = e;...e,

deoarece a € SO(n). Deci sectiunea w |; datd prin formula (5.19) se

poate extinde la o sectiune globald w € T'(Cl(M)).

Sectiunea globald w are urmatoarea proprietate:

Propozitia 5. Fie (M, g) varietate riemanniand orientabild st
orentatd, 1ar w secfiunea globald datd pe deschisul U C M prin formula
(5.19), unde {ey,...,e,} este un cdmp de repere pozitiv orientat definit
pe U. Atunci

Vxw =0, (V)X € X(M), (5.22)

unde V este conexiunea Levi-Civita a metricii g.
Demonstrafie. Vom arita ca

< Vxw,y >=0,(V)y € T(CI(M)), (V)X € X(M). (5.23)
Este suficient si probam ca:

< Vg (er...en), €65, >=0, (5.24)

oricare ar fi multiindicele I = (4, ...,4,),s € {0,1,...,n},j5 € {1,...,n}.
Din Propozitia 4 avem:
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< Ve (e1--€n), €, ...8i, >= — < e1...en, Ve, (€5,...05,) > . (5.25)

Din (5.12) avem:

n n
Ve, (e1...en) = Z Z F;kel...ek_lerek+1...en. (5.26)
k=1r=1
unde am notat Ve, = 37, Te., (V)j,k € {1,..,n}. Dacd r ¢

{1,..,k—=1,k+1,..,n} rezultd r = k, deci
€1...€k—1€r€L}1...€ = €1...€5;

daca r € {1,..,k — 1,k +1,...,n} atunci, din (3.9) deducem ci

€1...€k_1€r€t1...6n = €€j,...€;,_, € € {1, -1},

unde 1 < j; < ... < Jue1 < myiar {J1, .oy Juo1} = {1, .., n}\{k, 7}

Din (5.15), rezultd ca egalitatea (5.24) este verificati pentru s €
{0,1,...,n — 2}.

Daca s = n — 1, avem imediat:

< ej...en, Ve]. (e,-l...eis) >=0

gi atunci din (5.25) rezultd ci egalitatea (5.24) se verifica si In acest
caz.

Daca s = n, atunci din (5.25) deducem (5.24).0

Propozitia 6. Oricare ar fi p,¢ € T(CHM)) si oricare ar fi
i€ {1,..,n} avem:

< e, eh >=< g, > (5.27)

unde {ey,...,e,} este un camp ortonormat de repere definit pe un de-
schis din M.
Demonstratie. Este suficient de demonstrat ca:

< €1€4,...€4,, €1€j,..€5 >=<€;,...€;,,€;5,...€5 >, (028)

oricare ar fi multiindicii I = (¢1,...55), J = (J1, - Jr)s 5,7 € {1, ..., n}.
Se prezintd urmatoarele cazuri:
-Cazul 1.1 ¢ {i1, ., 5} U {J1, - Jr}
Utilizand (5.15), deducem:
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< €6, ...€;,,€:€j,...€5, >=

gleie) glee;) - - . gleiey,
g(e‘inei) g(eilaejl) g(e'il)ejr)
_ (531. . . . _
g(eis)e’i) g(eis’ejl) M M g(e'ia7ejr)
g(eiuejl) AR g(einejr)
= =< &;,.-.€j,, €j,--.€5, >,
g(eis 1 ejl) g(eis ? ejr)

deoarece g(e;, e;) = 1iar g{e;, ej,) = g(ei,e;,) =0,(V)u e {1,..,7},v €
{1,...,s}. Egalitatea(5.28) este astfel verificatd pentru acest caz.

- Cazul 2. i € {iy, ..., i },1 € {J1, -, Jr}

In acest caz, fie i = ix, k € {1,...,s}. Avem

k —
€€, .0, =€, 6 .0 = (—1)%e;,...&,...0;,

semnul ~ pus deasupra lui ¢;, ardtand ca e;, lipseste din produsul re-
spectiv.

Ambii membri al egalititii (5.28) se anuleazd deoarece va rezulta
un determinant cu o coloana nuld sau linie nula.

- Cazul 3. i € {ir,...,is} N {71, -, Js}

Va rezulta:

—~

< €04 ...€4,, €€ .5 >=< € ...€;...€{, € ..€.. .5 >=
=< €64, €j5,...€5, >,

cum se deduce din dezvoltarea dupa elementele liniei (sau coloanei) i
din determinantul det(g(e;,,€;,.))uw, u € {1,...,s},v € {1,...,7}.

Deci egalitatea (5.28) este adevaratd in toate cazurile.O

Rezultd imediat:

Corolar 7. Oricare ar fi X € X(M) un cimp de vectori unitar gi
o, € T(CUM)) are loc egalitatea:

< Xp, Xp >=<p,9 > (5.29)

unde juztapunerea dintre X gt o secfiune a fibrarii Clifford Cl(M) sem-
nifica produsul lor.

Demonstratia este imediatd. Daci X € X (M) are proprietatea
g(X, X) =1, atunci alegem un camp ortonormat de repere {c|, ..., €,}
cu proprietatea ¢, = X. In continuare folosim Propozitia 6.
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Definitie. Oricare ar i X,Y € T, M,x € M se pune in evidenti
endomorfismul Rxy : Cl(g:) = Cl(g;), numit transformarea de cur-
bura si definit prin:

ny(p = vaytp - Vny(p - V[,\',y]tp (5.30)

oricare ar fi elementul ¢ € Cl(g;).

Dacad X,Y € X(M), se poate defini de asemenea transformarea
de curburd Rxy : T'(ClU(M)) — T(CI(M)) prin (5.30), oricare ar fi
v € T(CH(M)).

Este de observat ci, in particular, cand p, 9 € X (M) formula (5.30)
este formula de definire a operatorului de curbura al varietatii rieman-
niene (M, g).

Un calcul direct, folosind (5.30) si (5.16) conduce la formula:

< Rx&’%'ﬁb >+ < ¥, RXY‘(/) >= 0)

(V)p. 9 € T(CIM)), X, Y € X(M). (5.31)
Utilizand (5.30) si (5.7) deducem de asemenea:
Rxv(p¥) = (Rxye)¥ + 9(Rxvy), (5.32)

V)¢, v € T(CLAN), X, Y € X(M),

unde juxtapunerea a doud sectiuni din CI{(AM) denotd produsul lor.

Dam sub formd de exercitiu alte cateva proprietiti.

Exercitii.

1) Fie (M, g) varietate Riemann orientabil.

Considerdam w forma globald definitd local pe un deschis U C M
prin (5.19).

Oricare ar fi z € M, fibra deasupra sa a [ibrarii Clifford CI(AM) este
algebra Clifford Cl(g;). Automorfismul canonic « : Cl(g,) — Cl{g,)
dat de (X)) = — X oricare ar {i X € T, M conduce la Z,— graduarca

Cl(y;) = Cl"(gz) ® Cl™(g2)-

Aratati ca

+
Cl™(9:) = {9 € Cl{ys) | wp = £}
2) Aritati cd ¢ € Cl*(g;) implici Vyp € Cl*(g;), oricare ar [i
X € T M. Indicafie. Avemn Vx(wy) = wV xo deoarece V xw = 0.
3) Oricare ar i X,Y € T, M,z € M, transformarca de curburd
RXY : Cl(.(h) - Cl(.(]x)
are proprietatea de a pastra Cl*(g;). Indicafie. Se foloseste definitia

transformarii de curburd precum si exercitiul precedent.
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In paragraful 3.2 am studiat cateva proprietiiti ale Cl, — modulelor.

Fie S o fibrare vectoriald de baza varietatea riemanniand, n— di-
mensionald (M, g), cu proiectia 7, cu fibra tip un Cl,, —modul V. Exista
dect o reprezentare p @ Cl, — Hom(V,V) i vom nota ca de obicei
multiplicarea Clifford p(g)v = g.v, (V)v € V,p € Cl,. S& observam
ca fibra 77'(x) = S, deasupra oricirui punct r € M este un Cl,—
modul izomorf cu fibra tip V. In adevar, formula (4.18) defineste pen-
tru fiecare x € M un izomorfism T, , : 77}(z) — V. Atunci putem
considera reprezentarea p' : Cl,, — Hom(w~!(z), 7~ (z)) definita prin
formula ' (2)(u€) = T, o p(p) 0 Ty z(uf).

Un exemplu de astfel de fibrare este chiar fibrarea Clifford CI(M).
In adevir, fibra tip a acestei fibriri este Cl,. Pe de alt3 parte, Cl,, este
Cl,,— modul prin reprezentarea:

py: Cly = Hom(Cl,, Cly), p,(9) = 9, (V) 0, 9 € Cla,

unde juxtapunerea py denotd produsul elementelor respective in alge-
bra Clifford Cl,. Deci, in acest caz particular, multiplicarea Clifford
este inmultirea la stinga din algebra Clifford Cl,,.

Se poate defini de asemenea repezentarea:

pa : Cly = Hom(Cly, Cly), pa(0)¥ = v, (V), ¥ € Cly,
109
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si, In acest caz, multiplicarea Clifford este inmultirea la dreapta din
Cl,.

Definitie. Se numeste fibrare Dirac o fibrare vectoriala S cu baza
varietatea riemanniand n— dimensionald (M, g), cu fibra tip un Cl,—
modul, dotatd cu o structurd riemanniand <, > incat se verifica ori-
care ar fi 01,09,0 € T'(S),e, X € X(M),g(e,e) = 1, ¢ € T(Cl(M))
formulele:

< e.01,e.0p >=< 01,09 >, (6.1)
Vi(p.0) = (Vxg)o +p(V0), (62)
X<0'1,0"2 >=< Vi01,0'2>+<0'1,Vf(0'2> (63)

unde V% este derivarea covariantd in directia lui X indusi de conexi-
unea Levi-Civita a metricii ¢ a varietdtii de bazi M. [18]

Daca S este o fibrare Dirac, atunci formula (6.1) este echivalentd
cu

< eoy,0y >+ < op,e.09 >=0 (6.4)

oricare ar i e € X (M), g(e,e) = 1,0¢,09 € T(S).

Definitia fibrdrii Dirac poate fi extinsa pentru cazul in care vari-
etatea M de bazd este pseudo-riemanniani. In acest caz, fibra tip a
fibrarii Dirac va fi un spatiu vectorial de reprezentare pentru algebra
Clifford asociatd formei patratice @), de aceeasgi signaturd cu metrica
varietatii pseudo-riemanniene M.

Definitie. Fie S o fibrare Dirac gi D : T'(S) — ['(S) operatorul

dilerential de ordin intai, numit operatorul Dirac, definit prin formula:

Do = Zei.vzo, (V)o € T'(S), (6.5)

i=1

unde {ey, ..., e, } este un camp de repere oronormat definit pe un deschis
al varietatii de baza A, iar V este derivarea covariantd a sectiunilor
fibrarii Dirac S indusa de cédtre conexiunea Levi-Civita a metricii g a
varietatin M.

Este un exercitiu elementar demonstrarea invariantei operatorului
Dirac D la schimbarea campului ortonormat de repere {ey, ..., e, }.

Exemple

1) Acesta este un exemplu de importantd istorica, ce a condus la
introducerea algebrelor Clifford.

In 1920, fizicianul P.A.M. Dirac a ciutat un operator diferential
de ordinul I, Lorentz-invariant al carui patrat sa fie operatorul Klein-
Gordon:

82 6‘2 62 62
T or? (0.'1:'{ + ox? * 8.’1:?,)'
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Investigatiile sale l-au condus la ideea ca un astfel de operator tre-
buie sd se exprime cu ajutorul unor matrice 7y, ..., v3 supuse conditiilor:

Y + Vv = —2€:0451,
(¥)i,j € {0, .3} (6.6)

unde —€p — €] =€y = €3 = 1.
Astfel, el a construit aga numita elgebrd Dirac. Dirac a conside-

rat mai intai matricele Pauli o0y, ..., 03, care sunt matrice complexe de
ordin 2, ce verificd conditiile:

0'? = 12, (V)] € {0, ,3}
o0, = 0y, (V)j, k, L € {1,2,3}, 4, k, | — disticti
Cu ajutorul lor, el a construit matricele Dirac:

0 gp
gy 0

0 g; .
Yo = Vi = 1.7:1)273'
J —0']' 0

Aceste matrice verifica conditiile cerute (6.6). Dirac a scris operatorul
D ce-i poartd numele sub forma:

0 + 0 . 0
81‘1 2 312 %6:::3 )

0 o
P g4
De fapt, matricele Dirac dau o reprezentare pe spatiul vectorial complex
C* a algebrei Clifford asociate formei patratice Q : R'—> R, care se
exprima in raport cu reperul canonic sub forma:

D:’)’O

Q(z) = —x5 + 27 + 25 + 23, (V)x = (20, 21, T2, 23) € RL

2) Vom da un exemplu care generalizeaza constructia de mai sus,
in privinta dimensiunii.

Fie M = R", cu metrica standard, iar VV un Cl,,—modul. Con-
siderdm S = R™ x V| ca fibrarea vectoriala de bazia R" si fibra Cl,—
modulul V. Atunci S este o fibrare Dirac. Deoarece V este Cl,,— modul,
existd v, € Hom(V,V),i € {1,...,n} cu proprietatea (6.6), oricare ar fi
i, € {1,...,n}, unde ¢, = 1,(V)k € {1,...n}. Alegand o bazi in spatiul
vectorial V| aplicatiile liniare y, k € {1,...,n} pot fi reprezentate ma-
triceal. Operatorul Dirac se scrie:

i 0
D= —
kz=:1 Tk Bk
Deducein, succesiv, utilizind conditiile (6.6), ca:
2 _ & _
D = Er.l,k:,l ViV 35 (’)zkl 2—

2 ¢
Zj<k(7j’)/k + ’Yk’)/j)al_?axk - Zj (3;])2 [n = AIn
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unde I,, este matricea unitate de ordin n, iar A = -}, (a_ij'? este
laplacianul din R".

3) Exemplul de mai sus, particularizat in dimensiuni mici, da inter-
pretari interesante ale operatorului Dirac.

Daci n =1, Cl; = C si considerand V = C, deducem D = i%.

Dacin = 2,Cl, ¥ H ~ C @C, unde H este algebra quaternionilor,
iar izomorfismul sdu cu C @C corespunde Z;— graduarii Cl, = Clg &5}
Cl} prin identificarea:

U+ vese; >~ u + iv >~ ue| + veg,

unde {e},e;} este baza canonicd a lui R2. Alegind reprezentarea p :
Cl, — Homn(C?, C?),

p(e1)=(‘f —01),,,(62):(? 0)

deducem operatorul Dirac:

o 0
D= ("15;;_1- + €y L

—If fe—
0 -
L 0

oz
O _def O _ ;0 8 _def 8 ;0
unde 52 = 5% — gz, 57 =" 507 + iz

Remarcam ci o sectiune ¢ € T'(S) este o aplicatie 0: R*> —» C?%,0 =
( 5 ) . Mai mult, o€ T'(S) este in nucleul operatorului Dirac ( adicd
Do = 0) daca gi numai daci functiile f, g : R?> — C satisfac conditiile
Cauchy-Riemann:

af 9y
0z Oz

4) Fibrarea Clifford a unei varictdti ricmanniene (M, g), de dimen-
siune n, notatd CIl(M), cste un exemplu de fibrare Dirac, avand in
vedere (5.29), (5.7), (5.16). Ficcare fibrd Cl(g,) este Cl,— modul cu
multiplicarea Clifford data de inmultirea la dreapta sau la stinga din
algebra Clifford Cl(g;).

Vom studia ulterior proprietétile speciale ale operatorului Dirac pe
fibrarea Clifford CI(M).

In incheierea acestui paragraf, vom da cateva proprietdti generale
ale operatorului Dirac pe o fibrare Dirac.

Pentru a putea demonstra o primd proprietate, precizam cateva
notiuni de baza legate de operatorii diferentiali eliptici definiti pe o
varietate diferentiabila M.

Fie ¢ = (e, ..., a,) un n—uplu de numere naturale nenule. Vom

nota | o |[= Y., ax gi oricare ar i £ € R" vom folosi notatia £ =
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11€5°...£2m. Local, in raport cu un sistem de coordonate (z, ..., z,) pe
M, se considerd pentru fiecare a = (qy, ..., a;,) operatorul diferential:

olal olal

dr*  Or}'0zd?... 012

Dacd E o fibrare vectoriala, fie I'(F) spatiul sectiunilor sale.

Definitie. Fie E, F fibrari vectoriale complexe cu baza varietatea
diferentiabila M. Un operator diferentiabil de ordin m pe M este o
aplicatie liniard P : T'(E) — T'(F), astfel incat se verifici urmatoarea
proprietate:

Orice punct al varietatii difereniabile M poseda o vecinitate U, cu
coordonate locale (z,, ..., z,,) §i trivializdrile locale Ejy ~ U x CP, F|y ~
U x C? cu proprietatea cd, in raport cu acestea, P se scrie:

illpe =

olal
P=) A“(:r,)gc—!, (6.7)
o] <mn
unde A%(z) este o matrice de ordin ¢ x p de functii diferentiabile cu
valori complexe si existd a = (aq, ..., @,) cu | a |= m incat A # 0.

Un operator diferenfiabil de ordin m, real, se defineste analog,
inlocuind corpul complex C cu cu corpul real R.

Definim acum simbolul principal al unui operator diferengiabil.

Fie vecinatatea de coordonate U, cu coordonatele (z, ..., z,) §i trivi-
alizarile locale date in definitia de mai sus a operatorului diferentiabil
P, care local are expresia (6.7). Simbolul principal al lui P face sa
corespunda fiecirui vector cotangent £ = Y"}_, £xdz* € T M aplicatia
liniara:

oe(P): Ey = Fpo(P) =i™ ) A%(x)€°, (6.8)
la|=m
unde F,, F; rveprezinta fibra deasupra lui z € M din fibrarea vectoriala
E | respectiv F.

Un operator diferentiabil de ordin m se numegte eliptic daca gi nu-
mai dacd pentru orice vector cotangent nenul £ € T*M, simbolul prin-
cipal 0¢(P) : E; — F; este inversabil.

De exemplu, operatorul Laplace A, definit pe functii, este eliptic.

Propozitia 1. Operatorul Dirac al unei fibrari Dirac este un ope-
rator eliptic.

Demonstrafie. Fie fibrarca Dirac S de bazad varietatea riemnniand
(M,g) st D:T(S) — ['(S) operatorul Dirac definit prin formula (6.5),
unde {¢),...,e,} este un camp ortogonal de repere definit pe deschisul
U’ C M. Fixand punctul x € M, putem defini pe U un sistem de
coordonate (x, ..., T, ) cu proprictatea ci x are toate coordonatele nule,

%(7) = ¢;(x), oricare ar fi j € {1,...,n}. Ca urmare, in punctul
fixat « € U, avem
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0 : .
5 = — |, +termeni de ordin zero

€ 61: j

1ar operatorul Dirac se scrie :
n 6

D =) ej(z).=— |, +termeni de ordin zero.
j=1 3:):]-

Tinand cont de (6.8), avem:

7e(D) : Sz = S0,0¢(D) =13 e;(a)gs = i, (6.9)

oricare ar fi vectorul cotangent £ = }°7_, £;(dz;)(z) € T; M,

Prin identificarea canonica, T, M ~ T} M. Este de remarcat ci ori-
care ar fi vectorul v € S;, avem o¢(D)(v) = if.v, unde £.v denotd
multiplicarea Clifford existentd in fiecare fibrd S; a fibrarii Dirac S.

Deducem ci o¢(D) o 0g(D)(v) = —€.£.v = —E%v = —g,(E)v, (Vv €
S;. Ca urinare, o¢(D) oo¢(D) = —g:(€)Id, ceeace ne arati ci pentru
orice vector cotangent nenul £ € T M, aplicatia o¢(D) : S; — S, este
inversabild. Rezultd ca operatorul Dirac D este eliptic.O

Varietatile compacte vor fi considerate fard bord.

Fie S o fibrare Dirac cu varietatea de bazi M o varietate compacta.
Se defineste un produs scalar ( , ) pe spatiul sectiunilor T'(S) astfel:

(01,09) = /M < 01,09 >,(V)oy,00 € T(S). (6.10)

Avem urmatoarea propoprietate:

Teorema 2. Operatorul Dirac D al unei fibrdari Dirac S este
formal autoadjunct in raport cu produsul scalar ( , ) definit prin formula
(6.10).

Demonstrafie. Consideram {ey, ..., €, } un camp de repere, definit pe
deschisul U C M, normal in punctul £ € M. Deci avem (V,,¢;)(z) =0,
oricare ar fi indicii 4,j € {1,...,n}.

Oricare ar fi sectiunile 01,09 € T'(S), avem din (6.5), (6.1):

< Doy,09 >= Z;L:]_ < e]-.ijol,ag >=
=-2io < ijol,e]-.og > .

In continuare, din (6.3), deducem:

n
S
< DO’[,U-Z >= Z[—ej < 01,€.02 > + < Ul,vej((lj.og >1.
Jj=1

Din (6.2), avem, oricare ar i j € {1,...,n}:
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V‘:; (6_1.0'2) = (Vej(ﬁj).(fz + ej.ijag

egalitate care in punctul x fixat devine:

ij (ej.09) = ej.ija-z.

Deci, in punctul x :

n
< DO'[,O'Q >= Z[—ej <0,,€.00 > + < Ul,ej.ijO"z >].
J=1

Notam cu V campul de vectori tangenti la M, definit prin formula:

n
V= —Z < 0,€;.02 > €

1=1

si rezultd, in punctul x fixat:

< Doy, 09 >=divV+ < g, Doy > . (6.11)

Egalitatea (6.11), dedusd initial in punctul lixat x € U, poate fi
demonstrata in orice punct din M deoarece operatorul Dirac este in-
variant la schimbarea campului ortonormat de repere, pe de o parte,
iar pe de alta, putem alege camp normal de repere in orice punct.
Utilizand definitia (6.10) rezultd ca:

(Doy,03) = (01, Doy,).0 (6.12)

Vom nota respectiv ker D, ker D? nucleele celor doi operatori. O
sectiune o € ker D se va numt secfiune Dirac.

Are loc:

Propozitia 3. Fie D : T'(S) — T'(S) operatorul Dirac pe fibrareu
Dirac S. Atunci:

ker D = ker D* (6.13)

st au dimensiune finitd.

Demonstrafie. Fie o € T'(S) o sectiune Dirac. Rezulti D(Do) =
D% = 0.

Pe de alta parte, avem, ca urmare a egalitagii (6.12):

(Do, Do) = (0, D?0),

deci D?c = 0 va implica (Da, Do) = 0, de unde Do = 0.
Dimensiunea nucleului operatorului Dirac D este finitd, acesta fiind
un operator eliptic.0
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Facem mai intdi citeva consideratii de ordin mai general. Fie E o fi-
brare vectoriald, riemanniani cu baza varietatea riemanniana M. Con-
siderdm derivarea covariantd V indusi de conexiunea Levi-Civita a lui
M pe spatiul T(E) al sectiunilor fibrdrii E. Oricare ar fi cAmpurile
vectoriale X,Y € X(M), fie Vi, : ['(E) — T['(E), aplicatia datd prin
formula:

Vive = VxVyvp - Vo, vo.(¥)p € T(E). (6.14)

Definim laplacianul de coneziune V*V : T'(E) — ['(E) prin formula:

V'V = —trace(V:yp), (6.15)
adica:
V'Ve=-3 Vi o (6.16)
i=1

unde {e|, ..., e,} este un camp ortonormat de repere pe M.

Fibrarea F fiind riemanniani exista pe fiecare fibra un produs scalar
<, >, care face posibild definirea unui produs scalar (,) pe T(E), in
cazul in care M este compactd. Acest produs scalar este dat prin
formula:

(0, ¥) = /M <o, 9>, (V)p, v € T(E). (6.17)

Introducem de asemenea notatia:

(V, Vi) = [y < Vi, Vi >,

1
< Vi, Vi >=1¢f 221 < Ve, Ve > (V)p, v € T(E). (6.18)

Observam c¢d, renuntand la conditia de compacitate a varietdtii de
bazd M, putem da definitia (6.17) oricare ar i sectiunile ¢,y € T'(E),
cu suport compact.

Propozitia 4. Laplacianul de coneriune V*V este nenegativ $
formal autoadjunct, in raport cu produsul scalar (,). Dacd varietatea
de bazd M este compactd, fard bord, V*Vp =0 dacd gt numar dacd o
este sectiune globald paraleld.

Demonstratie. Fie {ey, ..., e, } un camp de repere normal in punctul
x € M arbitrar fixat. Avem succesiv:

< V'VPH/) >= = Z;’lzl < V!:jVI:JLrO) '(/) >=
= Z_Ijl:l —(‘,j < v(fjl;pflvb >+ < Vccj“p, v(‘,""(r/} >] - (619)
= —diwV+ < Vp, Vi) >,
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unde V" este campul de vectori tangent definit de conditia:

<V, W >=< Vo, 9 >, (V)W € X(M).

Ultima parte a egalititiii (6.19) se verifica astfel, in punctul z :

divV =%/ ¥ <V, V,e; >=

—_ n

Prin integrare pe M, din (6.19) deducem:

(V'Vp,¢) = (Vg, Vy). (6.20)

Utilizand i simetria produsului scalar, relatia (6.20) ne arata ca:

(V*Vp,9) = (¢, V'VY), (6.21)

deci V*V este forinal autoadjunct.

Ultima afirmatie este evidentd din (6.20), (6.18) daca se are in
vedere ¢ p € ['(E) este, prin definitie, global paraleld dacd gi nu-
mai dacd V. p =0, (V)i € {1,...,n} si oricare ar fi cdmpul ortonormat
de repere {¢y,...,¢,}.0

In Propozitia precedentd, ipoteza cd varietatea M este fira bord ne
permite sa tragem concluzia ca

/ divV = 0.
M

Amintim cd vom considera numai varietati compacte, fira bord.

Consideram acum S o fibrare Dirac cu varietatea de baza varietatea
riemanniand M. Consideratiile anterioare sunt valabile, in acest caz
particular.

Delinim operatorul R :I'(S) — I'(S),

n
Ry = % Y ej.epRe,e 0, (V) € T(S), (6.22)
2 k=1

unde {ey,...,e,} este un camp ortonormat de repere, Rxy : ['(S) —
I'(S),X,Y € X (M), este transformarea de curburid definitd in fiecare
punct 2 € M prin formula (5.30) si ”.” este multiplicarea Clifford.

Exercitiu. 5S4 se demonstreze invarianta membrului drept al for-
mulei (6.22) la schimbarea cAmpului ortogonal de repere considerat.

Are loc

Teorema 5 (Identitatea lui Bochner). Pe orice fibrare Dirac S are

loc egalitatea:

D?=V'V+R. (6.23)

Demonstrafie. Ambii membri ai egalitatii (6.23) sunt invarianti la
schimbarea campului ortogonal de repere. Vom arita ca (6.23) se
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verifici in orice punct £ € M. Alegem {ey,...,e,} un camp de repere
normal in punctul z € M. Avem succesiv, in punctul z:

2 _
D ]k IeJV (ekvek)_
n 2
Z],k=1 eJCkVeJ Vek —_ z],k:l eJ.ek.vejek.

Avemn in vedere insi ci:
e? = —1,e;e; = —eje;, (V)i,j € {1,...,n}, 1 # j.

Deducem ca (6.23) se verifica in punctul z fixat, deoarece:

n n
Y eV, = =L Ve, + T el V., ~ V5,0

Jk=1 j=1 i<k

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreme Bochner

Operatorul Dirac pe fibrarea Clif-
ford

Dupd cum amn observat deja, fibrarea Clifford CI{M) a unei varietati
riemanniene (M, g) este un caz particular de fibrare Dirac. Fiecare fibra
a sa, Cl{g;),r € M, este Cl,,— modul, n = dim A/, cu multiplicarea
Clifford data fie prin inmultirea la dreapta, fie prin inmulgirea la stanga
in algebra Clifford Cl(g;). In plus, se verifica conditiile (5.29), (5.7),
(5.16), care sunt respectiv cazuri particulare ale conditiilor (6.1), (6.2),
(6.3) ce se impun in definitia unei fibrari Dirac.
Fie

D : T(CI(M)) — T(CU(M)), D : T(CL(M)) — T(CI(M))

operatorii Dirac pe fibrarea CI{(M), dati respectiv prin formulele:

Dy = ielv,,,«p, (V)p € T(CUM)), (7.1)
By = Z @)er, (V) € T(CI(M)), (7.2)

unde {e;,...,e,} este un camp ortonormat de repere definit local pe
varietatea de baza M.

119
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Definim ca si in cap. 3, Propozitia 5 (vezi formula (3.10)) izomor-
fismul de spatii vectoriale h : Cl,, — A*R" dat astfel:

— i i
h(ei,...€,) = w* A ... Aw's,

0<i<...<is<n,s€{0,1,..,n} (73)

unde {ey, ...,e,} respectiv {w!,...,w"} reprezinti o bazi ortonormata
din spatiul vectorial R", respectiv duala sa.

Cum remarcam gi acolo, izomorfismul de spatii vectoriale h : Cl,, —
A*R™, dat de formula (7.3) nu este i un izomorfism de algebre. Daca
ar fi izomorfism de algebre, ar trebui, in particular, si avem egalitatea:

h(e?) = w' A Wi, (V)i € {1,...,n}, care ar conduce la —1 = 0, ceea ce

este fals. Avem:
Propozitia 1. Oricare ar fi vectorul v €R™ g1 p € Cl,, rezulta:

h(vg) = h(v) A W) — i(0)h(e). (7.4)

Demonstragie. Utilizim notatiile anterioare.
Este suficient si demonstram formula (7.4) alegand:

v=te,teE Rp=¢e,...¢,0<15 <. .<iy<nse{01,..,n}
Avem:

—teiz...cig, daca il =1
Vv = : ..
v tee;,...e;,, dacd 1, # 1

Deci:

h(vp) = —tw? A . Awb, dacd i) =1
PP twl Awih AL Aw', dacd iy #1.

Utilizand (7.5) i egalitatea,

. : i i tw? A AW, dacd i =1
i(v)h(p) = i(V)(W" A ... AW™) = { 0. daci iy # 1 !

dedusa din definitia (1.17) a produsului interior i(v), rezultd (7.4).0
Analog, dacd v €R" si p € Cl,,,

@ =¢;..€,,0 <iyp < ... <ip <n,p€{0,..,n}, (7.6)
rezulti:

h(pv) = (=1)P[h(v) A h(p) + i(v)h(p)] (7.7)
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Fie h : CI(M) — AM izomorfismul canonic indus intre cele doua
fibrari vectoriale de catre izomorfismul (7.3) al fibrelor lor standard.
Avem urmitoarea:

Propozitia 2. Fie {e1,...,e,} un cimp de repere ortonormat pe
M. Oricare ar fi indicii i,j € {1,...,n} se verificd egalitatea:

h(Ve.e5) = Ve h(e;). (7.8)

Demonstratie. Notdm V.e; = ZLIFfjek,(V)i,j € {1,..,n}.
Rezulta:

h(Vee;) = ZI‘ , (7.9)

unde {w!,...,w"} este cimpul de corepere dual cimpului de repere
considerat. Din faptul cd V este conexiunea Levi-Civita a metri-
cei varietdtii riemanniene M, avem Ffj = —F{k oricare ar fi indicii
i, j,k € {1,...,n}. Utilizind (1.14) rezultd din (7.9) egalitatea cerutd
(7.8).0

Exercitii.

1) Aratati ca:

h(Vx9) = Vxh(p) (7.10)

oricare ar fi ¢ € ['(CH{M)), X € X(M). Indicatie. Este suficient de
considerat p = fe; ...e;,, f € F(M), unde {ey,...,e,} este un cimp
ortonoramat de repere pe M. Se utilizeaza (7.5), (7.8) si proprietitile
conexiunii Levi-Civita..

Propozitia 3. Fie h : Cl(M) — AM izomorfismul canonic. Con-
stderam varietutea M orientabila. Avem atunci:

hoD = (d+d)oh, (7.11)
hoD = (-1)?(d—d)oh, (7.12)
hoD?=hoD?=Aoh, (7.13)

unde d, 0, A sunt respectiv operatorit de diferenfiere, codiferenfiere si
laplacianul Hodge dafi respectiv prin formulele (1.18), (1.22) iar ambii
membri ai formulet (7.12) se aplicd unor secfiuni p € T'(CUM)) de
forma (7.6).

Mai mult,

DoD=DoD (7.14)

Demonstratie. Fie {ey, ..., e,} un cdmp ortonormal de repere definit
local pe M.
Din (7.1), (7.4), 7.10 deducem oricare ar fi ¢ € T'(CI(M)) :
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n n

=D h(e;) AV h(p) =D i(e;) Ve, h(w).
= =
Din (1.18), deducem atunci (7.11). Analog se obtine (7.12) folosind
(7.7) in loc de (7.4).
S& considerdm acum ¢ = ¢;,...;,,0 < i; < ... < i, < n. Din (7.12)
avemn:

hOBOEw:hoﬁoh_l(hoﬁ¢) =
=(-1)’hoDoh™(d—-6)oh =
(=1)?[(—=1)P*}(d = 8)do h — (=1)P~1(d — §)6 o h = A o h.

Analog, se obtine:

hoD?=Aoh.

Deci egalitatea (7.13) este adevarata.
Pentru a demonstra egalitatea (7.14), folosim (7.11), (7.12). De-
ducem:
hoDoD=hoDoD

st cum h induce un izomorfism intre fibrele deasupra oricirui punct
x € M, corespunzitoare celor doua fibrari, deducem (7.14).0

Ca o consecintd imediata a Propozitiei 3, pe o varietate riemanniand
orientabild spatiul formelor armonice si spatiile sectiunilor Dirac co-
respunzatoare respectiv operatorilor Dirac D, D sunt izomorfe, adica:

ker A ~ ker D ~ ker D.

Propozitia 4. Fie operatoru Dirac

D, D : T(Cl(M)) - T(CL(M)),
daft respectiv prin formula (7.1), (7.2). Atunci se verificd egalitdfile:

D*p = — Z Ve Ve o+ Z eej R0, 0, (7.15)
i=1 i<j
D Z ve, Ve,cp + Z(RP e; P 6_76199 (716)
1<J

Demonstragie. Operatorul Dirac D este invariant la schimbarea
campului ortogonal de repere {e, ...,e,}. Fie £ € M un punct arbitrar
fixat. Alegem {e,...,e,} cAmp de repere normal in z, deci (V,,e;)(x) =
0,(V)i,j € {1,...,n}.

Avem succesiv:
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D*p =3} eives(ejVEjS") =

1,j=1
?,j=1 ei(Ve..ej)Vejw + Z?.j:l eiejVeiVejgo.

Atunci, in punctul z fixat, deducem:

D2(p = Ezjzl eie]'ve.'vej(lo =
=—2 1 VeVep+ Xicj€ie;Ve Ve, o+ 3,5 €6,V Ve p =
== ?:1 Veive.'(p + Zi<]’ eiej(veivej - vej ve.‘)(no-

Din (5.30), se deduce cd (7.15) este adevarata in punctul z fixat. Cum
2 € M este arbitrard, rezultd cid (7.15) se verificd in orice punct din
M. Analog se deduce egalitatea (7.16).0

Exercitii

1) Aratati ca au loc egalititile:

n

DoDyp= Z ei(Ve, Ve, 0)e;, (7.17)
ij=1

DoDy= Y ei(Ve, Vep)e. (7.18)
ij=1

Indicafie. Se procedeaza ca in demonstratia Propozitiei 4.
Din formulele (7.13) - (7.18), deducem:

Z[(’i(fj(Re.ej p) — (Re,-ej (P)ejei] =0, (7.19)
1<j
> ei(R,.,p)e; =0. (7.20)
i,j=1

Din formula (7.19) se deduce succesiv, folosind crogetul din algebra Lie
a unel algebre Clifford:

1 Yicj€iej(Ree,0) = 12i<j(ReiCj(p)ejei = (7.21)
3 Zi<j[ei€j7 Reiej 50] =3 Zi<]' ade,-e_,- (RE.'E_,‘QO)‘

Rezultate pe fibrarea Clifford

Unele dintre teoremele demonstrate anterior pot fi demonstrate acumn
utilizand formalismul Clifford. In capitolul 1, am definit transformarea
Ricci pe o varietate Riemann M, prin formula (1.34).

Avand in vedere izomorfismul canonic TM ~ A'M vom considera
de asemenea forma de curburd Ricci datd local prin formula:
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Ric(p, ) =< Ricp,y >,
Ricp = Z;‘zl RWJ. e;,

oricare ar fi 1-formele v, € A'M, unde {e,...,e,} este un camp
ortonormat de repere definit pe M.

Evident, forma de curburd Ricci este o forma biliniara simetrica.

O consecintd imediatd a identitatii lui Bochner (6.23) este obtinuti
mai jos, considerand cazul particular de fibrare Dirac, care este fibrarea
Clifford Cl(M).

Propozitia 5. Fie M wvarietate riemmanniand orientabild.

Pe spatiul 1- formelor A'M are loc egalitatea:

(7.22)

A = V'V + Ric. (7.23)

Demonstrafie. Fie restrictia izomorfismului canonic h : CI(M) —
AM, la TM C Cl(M) din care deducem izomorfismul canonic TM ~
A'M. Avem de asemenea, via acest izomorfism, D? ~ A, cum rezulti
din formula (7.13). Formula (6.16) ne arata ca operatorul V*V comutd
cu h, deoarece h comutd cu V.

Folosind (6.22), calculam oricare ar i o € TM C CI(M) :

1 n n
) 1

Rep=35 i1 Ci€j Ree 0 = %Z k=1 < Ree,ip, €6 > €iejep =
—é Zi,j,k dist.[< Re,-ejcka p>+< Rejekci: p >+
+ < Repe,€j, 9 >eejer—
—% Yij < Reejo, €5 >0 + %Z,-,j < Ree;0, 00 > 5.

Suma multipla de mai sus, dupa indicii ¢, j, k € {1, ..., n} distincgi este
nuld datoritd identitatii lui Bianchi. Ca urmare:

Rip =30 21 < Reejp i > €5 =
=21 j=1 < Rgeeiej > ¢ = Ricy
Identitatea lui Bochner (6.23) se scrie deci pe spatiul 1— formelor A'AM
sub forma (7.23).0

Teorema 6 (a lui Bochner). Fie M wvarietate riemanniand com-
pactd (fard bord), orientabild. Dacd forma de curburd Ric este strict
pozitivd, atunct primul numdr Betti, bj(M) = 0. Concluzia se pastreazd
st dacad Ric > 0, dar existd un punct in care Ric > 0.

Demonstrafie. Amintim c¢i teorema Hodge afirma ca spatiul 1—
formelor armonice pe o varietate compactd M este izomorf cu grupul
de coomologie de Rham H'(M;R), iar b (M) = dim H*(M;R). Pre-
supunem, prin absurd cd b, (M) > 0, deci existd > 0 1— forma armonica
nenuld. Din Propozitia 5, deoarece < Ricyp, p >= Ric(yp, ), deducem:

/M Ric(p,0) = =(V'Vp, ).
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Din (6.20) rezulta:

| Ric(o,0) = =1Vl (7.24)

Daca Ric > 0, atunci gi f,, Ric(p,p) > 0, iar egalitatea (7.24)
nu poate fi adevarati. Contradictia provine din presupunerea facuta.
Deci, dacd Ric > 0, atunci b, (M) = 0.

Dacid Ric > 0, egalitatea (7.24) implica ||Vp||?> = 0, deci Vyp = 0,
deci p este paralela.

Dacd Ric > 0 si existd z € M incat Ric(z) > 0, atunci ¢(z) = 0.
Dar ¢ este paraleld. Deducem atunci ¢ = 0.0

Observatie. Se observa ca teorema 6 este de fapt o alta forma de
prezentare a teoremei 8 din cap. 1. S-a dat astfel, o demonstratie noua
a acestei teoreme, utilizandu-se formalismul Clifford.

Din formulele (7.21), (6.22) deducem urmatoarea expresie a opera-
torului de curburd pe fbrarea Clifford:

Rp = é ) [eie;, Repe; 0], (7.25)
<<
crogetul ficandu-se in algebra Lie generatd de {e;e;}i;.
Urmadrim sa demonstram si teorema 10 (Gallot-Meyer) din cap. 1,
in contextul in care ne-am situat in acest capitol.
Demonstrim mai intai:
Lema 7. Fie

Rxy : T(CU(M)) = T(CUM)), (V)X,Y € X(M),

transformarea de curburd definitd prin formula (5.30).
Daca {e|,...,e,} este un camp ortonormat de repere pe M, are loc
formula:

1
Rxyyp = 5 Z < nyei,ej > adel.ejcp, (V)QO € F(CZ(M)) (726)

Ty

Demonstrafie. Local, orice sectiune ¢ € T'(CI(M)) se scrie:

¥ = Z ail___,.seil...eis,
1<i1<...<is<n
s=0,1,...,n
unde
a,..,1<i <. <i; <n,5€{0,1,...,n}
sunt functii diferentiabile reale, definite local pe M.
Formula (7.26) fiind F(M)— liniard, este suficient sa o demonstram

pentru

P =¢0,.¢,1 < <. <, <n,s=01,..,n
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Dacd s = 0, atunci ¢ € F(M), deci Rxyp = 0 §i ade,e;p =
0, (V)i j € {1,...,n},i < j, deci formula (7.26) este adevirati.
Dacd s =1, alegand ¢ = ¢,,p € {1,...,n}, avem:

3 Lics < Rxvei, e > [eiej, e =
1
= 5{2p<j < Rxvyep, e > [epej, 5] + Yicp < Rxvei, e, > [eiey, ep]+
+3 i<; < Rxvei,ej > [eiejaep]} =
pg{i,j}
=Y, < Rxvepe; > e; — ¥, < Rxyvej, e, > ej =
= Z]- < nyep,ej > Cjszy(;’p.

Deci, formula (7.26) este adeviarata pentru s = 1.
Procedam acum prin inductie dupa s. Presupunem ci egalitatea
(7.26) este adevarata pentru orice sectiune ¢ € ['(CI(M)) de forma:

p=¢€;.€,1 < <. <, <n
se{l,..,n—-1}
si 0 demonstram pentru ge,. Daca ¢, < r < n, avem folosind ipoteza
de inductie si formula (5.32):

%Ziq < Rxyei, e; > [ee), pe,| =
%ZKJ- < Rxye;, e; > (ee;0e, — peeie;) =
%Zz(j < Rxye,, €; > [(ade.-ej (,9)61- + Qo(ade,'ejcr)] =
= (Rxvp)er + p(Rxver) = Rxy(per).

Deci formula (7.26) este adevarata pentru iy < 7. Analog, cind r < i.
Dacd r € {iy, ..., 45}, formula este adevaratd din ipoteza de inductie.O
Lema 8. Fie oy € APR" C Cl,,1 < p < n -1, incdt adegp =
0, (V)€ € A’R". Atunci p = 0.
Demonstrafre. Incluziunea APR™ C Cl, este datd de izomorhis-
mul de spatii vectoriale AR™ ~ CI,, definit prin formula (3.10). Fie
{e1,...,e,} baza canonica din R gi

P = Z arey,
|=p

unde
IT={i,. i}, 1 <iHi<..<p<n

este un milti-indice si am notat cu | I | cardinalul multimii {7,,...,4,},
lar e = ¢;,...€;,, ar = a;,_;, € R.
Din ipotezd avem [e;e;, o] = 0, (V)i,j € {1,...,n},¢ < j. Dar:

1) Odacdi,jeTsaui,jgl
feweyre] = SdacaniElsantig
2¢;e e in celelalte cazuri.
Ca urmare, ipoteza in care ne-ain situat implicd a; = 0, daca ¢ € I sau
J € I fard ca multimea {z, j} sd fie inclusd in 1.
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Oricare ar fi multi-indicele Iy cu | Iy |= p, exista iy, jo € {1,...,n}
cu proprietatea cd i & Iy, jo € Iy deoarece, in caz contrar:

- sau oricare ar fi 1,5 € {1,...,n} ar rezulta i,j € I, ceeace ar
implica Iy = {1, ...,n}.

Aceastd concluzie este falsa deoarece | Iy |= p # n.

- sau oricare ar fi i,j € {1,...,n} ar rezulta i,j ¢ I, ceeace ar
implica I = &.

Aceastd concluzie este falsa deoarece | Iy |= p # 0.

Ca urmare, existd indicii ip, jo € {1,...,n}, cu proprietatea ci iy ¢
Iy, jo € Iy. Atunci conditia [e; e;,, ] = 0 implicd a;, = 0. Ca urmare,
oricare ar fi multi-indicele I cu | I |= p avem a; = 0, deci ¢ = 0.0

Teorema 9. (Gallot-Meyer) Fie M wvarietate riemanniand, com-
pactd (fard bord), orientabild. Presupunem cd operatorul de curburd
al varetatii M este strict pozitiv definit in orice punct. Atunci toate
numerele Betti by(M) sunt nule pentru p € {1,...,n — 1},n = dim M.
Aceeagst concluzie este valabild in ipoteza cd operatorul de curburd este
nenegativ definit, dar este strict pozitiv definit intr-un punct.

Demonstrafie. Vrem si ardtam ca ipoteza ca operatorul de curbura
al varietdtii M este strict pozitiv, implici < R(y), p >> 0, oricare ar
fi o € [(Cl(M)). Conform formulelor (5.29), (7.25), (7.26), deducem,
oricare ar fi ¢ € ['(CI(M)):

1
< R(P,(,D >= -2 2i<j < Re.—e,-‘P)ade,-ejLP >=
1
= 3 Xicj Lkad < Rejej€k, €1 >< adeye, 0, ade,e; 0 >

Din formulele (1.49), (1.53), (1.54) deducem mai departe:

, 1
<Ry, p >1= —1icj Lk Qe Nejiep Nep) < ady, o, adee p >=
= _Z Zi<j Zk([ < Re,-/\ej)ek A € >< adeke,(#% adeiej(vo >

Campul de repere {e; A e;}ic; este ortonormat in raport cu produsul
scalar <, > definit pe spa tiul A2M, al 2- formelor lui M, prin formula
(1.46). Se observa insd ci expresia < Ry, ¢ > nu depinde de campul
ortonormat de repere {e; Ae;};c; ceea ce ne permite si alegem, fara a
restrange generalitatea rezultatelor, un camp ortonormat de repere con-
venabil in acest moment. Formula (1.52) ne aratd ca R este endomor-
fism simetric in raport cu produsul scalar <, >, deci existd pe A2M un
camp ortonormat de repere {a}a=1, ~, N = dimA*M = n(n - 1)/2,
format din vectori proprii ai lui R. Oricare ar i & € {1,..,N}, fie A
valoarea proprie (evident, reald) corespunzitoare vectorului propriu &,
st Ao = —3A,. Ca urmare:

<Rp,p>= -1V | <R, & >< ade,p,ade,p >=
9
Ya=1 e || ade, @ |I° .
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Din ipotezd, A\, > 0, (V) € {1,..., N}, deci < Ry, >> 0. Din for-
mula lui Bochner (6.23), rezulta:

/ <ch,Vnp>+/ < Rp,p >=0.
M M
Deducem din (7.27) ca:

ade,p =0, (V)a € {1,...,N}.

Din lema 8, deducem ca oricare ar i ¢ € A’M,p € {1,...,n —1},n =
dim M, avem ¢ = 0, deci numarul Betti b,(M) = 0. Partea a doua
a concluziei rezultd din faptul ca Vi = 0 daca operatorul de curburd
este nenegativ, iar ¢(z) = 0 antreneaza ¢ = 0.0
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Preliminarii

Examindm in acest capitol o noud fibrare Dirac ce va fi construitd in
anumite conditii de ordin topologic impuse varietdtii de baza.

Amintim cd grupul Clifford Cl},, care este grupul elementelor in-
versabile din algebra Clifford Cl,, are o structurd de grup Lie [30].
Algebra Lie a grupului CU} coincide ca multime cu CU,,, structura de
algebra Lie fiind datd de crogetul:

[, 9] = o — v, (V)p, 9 € Cl,.
Am definit in cazul general, prin formula (3.14), un subgrup impor-
tant al grupului Clifford. Avem:

g — —_ e . p n — g — .
Spin, ={g=xy.xp |z, xp e R" || z; [|=1,i=1,...,h,h — par}.
(8.1)
Grupul Spin,, este subgrup compact al grupului Lie CI.
Exista reprezentarca liniard p : Spin,, — SO(n) definita astfel:
oricare ar fi elementul ¢ € Spin,, g = 1.2y, 21,...,x4 € R || 2, ||=
Lt =1,....h,h — par, avem

p(g) = 8z, 0...0 8, (8.2)
unde s, : R" — R™ este simetria fatd de hiperplanul orogonal vectoru-
lui x € R*,(V)x € R*. Amintim ci reprezentarea liniard p : Spin,, —
SO(n) este surjectivd si kerp ~ Z,.

129
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Echivalent, oricare ar fi g € Spin,, avem p(g) : R® - R",

p(9)(z) = gzg™", (V)z € R™. (8.3)

Propozitia 1. Algebra Lie spin, a grupulut Lie Spin,, este subal-
gebra Lie a algebrei Lie (Cl,, [,]) generatd de {e;e;}ic;, unde {ey, ..., e, }
este un reper ortonormat din R".

Demonstrafie. Este de observat ca Sp{e;e;}i<; nu depinde de alege-
rea reperului ortonormat {ey,...,e,}. Utilizim defini{ia algebrei Lie
a unui grup Lie, ca spatiu tangent in elementul neutru al grupului.
Oricare ar fi indicii 7,5 € {1,...,n},7 < j, considerdim drumul:

Yij 1 (—€,€) —= Sping, € > 0,7;;(t) = cost + e;ejsint (8.4)

cu proprietatea cid ,;;(0) = 1. Evident +;;(t) € Spin, oricare ar fi
t € (—¢,¢€), deoarece putem scrie:

A/l](t) =cost + eiej sint =

= (e;cos 3 + €;sin £)(—e; cos £ + e;jsin §).

Atunci dit le=0 Vij = ee; € T Spin,. Pe de alta parte, grupul Lie
Spin, are dimensiunea grupului Lie SO(n) deoarece exista reprezenta-
rea liniard surjectiva p : Spin, — SO(n) cu nucleul izomorf cu Z,, data
prin formula (8.2). Avem deci, dim Spin, = mzlll = card{e;e;}icj,
ceeace implicd Sp{eiej}ic; = spin,.O

Algebra Lie so(n) a grupului special ortogonal este algebra Lie a
aplicatiilor liniare antisimetrice de urma nula ale spatiului vectorial
R". Ea este generatd de multimea {e; A €;},c; a aplicatiilor liniare
antisimetrice definite astfel. Oricare ar fi 4,5 € {1,...,n},i < j, definim
¢, Aoy R — R", prin formula:

(e; ANej)(a) =< e, > e— < ej,2 > e, (V)r € R (8.5)

Mai general, oricare ar fi vectorii v, v € R®, definim aplicatia liniard
) ) b
antisimetricd u A v : R® — R", prin formula:

(u Av)(z) =<u,z>v— <wv,z>u(¥)zreR" (8.6)

Este interesant de observat cd matricea asociatd aplicatiet liniare
e; ANej i R* — R", i < j, in raport cu baza canonicd a lui R", arc
toate elementele nule cu exceptia elementelor indexate (i, j), respectiv
(j, %), care sunt egale cu —1, respectiv 1.

Algebrele Lie spin, i so(n) sunt izomorfe. Un izomorfism al celor
doua algebre este pus in evidenta de:

Propozitia 2. Awvem izomorfosmul de algebre Lie p, : spin, —
so(n) wunde am notal p, diferengiala in 1 o aplicafier diferenfiabile
p: Spin, — SO(n) data prin formula 8.5. In plus,
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p.(eiej) = 2e; Aej, (V)i 5 € {1,...,n},i < J. (8.7)

Demonstratie. Reprezentarea p : Spin, — SO(n) fiind surjectiva,
cu nucleul izomorf cu Z,, rezulta ca p, : spin,, — so(n) este izomorfism
de algebre Lie.

Pentru a demonstra formula (8.7) si considerim drumul (8.4), ori-
care ar fi indicii 4,7 € {1,...,n},7 < j. Deoarece 7;;(0) = 1 si % |e=0
v:; = e;ej, deducem:

d
p-(eiej) = = le=o P(7:5(t)).
Din (8.3) obtinem:

p(7:5(t))(2) = Yi5(8)zyis (1)1,
oricare ar fi vectorul z € R™,t € (—¢,€). Vom utiliza urméatoarea pro-
prietate a algebrei Clifford Cl,, :
ry+yr=-2<uz,y>.1,(V)r,y € R" (8.8)

(vezi proprietatea (3.8)).
Oricare ar fi z € R" deducem, avand in vedere (8.8), (8.5) :

P*(Ciej)(l') = % |e=0 (’Yij(t)iﬂ”/ij(t)_l) = €650 — ICie; =
= e;6;T + e;xe; + 2<T,e; > e; =
=eejr—cier —2<r,e;>e+2<rx,e>¢ =
= 2(e; Nej)(z).O

Rezulta imediat formula:

1
pyl(eiNej) = Z[c,-,ej], (V)i,5 € {1,...,n},e < j. (8.9)

Mai general, oricare ar fi v,v € R™ avem:

p-H(unv) = %[u, v). (8.10)

Presupunem acum ca spatiul vectorial W peste corpul K = R,C
este un Cl,—modul; exista deci reprezentarea

u:Cl, = Homg(W, W), K =R, C.

Amintim ca oricare ar fi elementele g € Cl,,, u € W, am notat u(g)u =
g.u gi am numit g.u multiplicare Clifford.

Mentinem aceste notatii i in enuntul ce urimeaza:

Propozitia 3. Fie W un Cl,,—modul real si

A Spin, = SO(W), A = i |spin,, -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



132

Structuri spinoriale

Notim A, op;! = A’ : so(n) — so(W), unde so(W) este algebra Lie
a grupului special ortogonal al spafiului vectorial W dotat cu produsul
scalar cu proprietatea cd oricare ar fi x € R || = ||= 1, rezultd cd
p(z) € O(W) (produs scalar ce existd conform Propozifiei 13 din 3.4).
Atunci are loc formula:

AlvAw) = %[v, w).

n N

oricare ar fi v Aw € so(n), unde ”.” este multiplicarea Clifford.
Demonstrafie. Grupul Spin,, fiind dat de (8.1), deducein ci oricare
ar fi g € Spiny,, u(g) € O(W), deci p(Spin,) C O(W). Cum Spin,, este
conex, prin reprezentarea p va fi dus in componenta conexa a unitatii
grupului ortogonal O(W), deci in SO(W).
Oricare ar fi v A w€ so(n), avem din (8.10):

1
AlvAhw)=A,0p; (v Aw) = Z[v, w).O

Definitia structurii spinoriale

Am studiat in cap. 5 fibrarea Dirac CI{(M) avand fibrele algebre Clil-
ford izomorfe cu Cl,,,n = dim M. Vom generaliza aceasta notiune con-
siderand o fibrare Dirac de bazi varietatea diferentiabila M, avand
drept fibre spatii vectoriale izomorfe cu un Cl,— modul ireductibil.
Acest lucru nu este posibil decat in anumite conditii de ordin topologic
impuse varietatii de baza M.

Definitie. Fic M o varietate riemanniand, orientabild, de dimen-
siune n. Spunem ca M este varictate spinoriald cu structura spinoriald

f X — SO(M) daca

f (M, Spin,) = SO(M)

este un morfism de fibrari principale ce se proiecteaza pe aplicatia iden-
tica a lui M si corespunde morfismului de grupuri Lie

p: Spin, — SO(n),

unde (M, Spin, ) este o fibrare principald de baza M si grup structural
Spin,, iar SO(M) este fibrarea principald a reperelor special ortogonale
a lui M.
Observatii.
Daca M este varietate spinoriald, cu structura spinoriala

f: T = SO(M),
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deducem cd f : £ — SO(M) este o aplicatie diferentiabila intre spatiile
totale ale celor doud fibrari principale £(M, Spin,) si SO(M) si, in
plus, :

a) Diagrama:

s 4 sow

TS \y L
M

este comutativa, unde 7y, 7T sunt respectiv proiectiile fibréarilor princi-
pale £(M, Spin,,), respectiv SO(M);
b) Oricare ar fi g € Spin,,0 € ¥ se verifica egalitatea:

flog) = f(o)plg),

unde (o,9) € ¥ x Spin, — og € ¥ este actiunea diferentiabila a
grupului Lie Spin, pe varietatea diferentiabild ¥, iar f(o)p(g) este
reperul din SO(M) obtinut din reperul f(o) € SO(M) prin actiunea
transformarii special ortogonale p(g) € SO(n).

Notiunea de structura spinoriala a fost generalizatd in mod natural,
inca din anii ‘70, inlocuindu-se reprezentarea p : Spin — SO(n) cu
reprezentarea adjunctd a unui grup unitar arbitrar. Generalizarea a
fost ficuta de I. Popovici in colaborare cu autoarea [26], [25], [28], [29)].
Sunt generalizate de asemenea obiectele geometrice corespunzitoare:
spinori, conexiuni spinoriale, dervata covarianta, etc.

Acum vom face cateva observatii de naturd topologica.

[Este bine cunoscut [21], [20] cd varietatea riemanniand M fiind
orientabild, prima sa clasi caracteristicd Stiefel-Whitney w; (M) este
nula.

Un rezultat de bazd privind existenta structurilor spinoriale este
expus Imai jos.

Varietatea riemanniand, orientabili M admite o structurd spino-
riald dacd si numai dacd a doua clasd caracteristica Stiefel-Whitney
wo(M) este nuld. In acest caz, existi pe M atatea structuri spinori-
ale distincte (neizomorfe) cite elemente are primul grup de coomologie
Cech cu coeficienti in Z,, notat H'(M;Z,).

Exemple de varietdti spinoriale sunt: spatiul proiectiv real P,(R)
daca i numai dacd n = 3(mod4), spatiul proiectiv complex P,(C) daca
1 numai daca n este impar, spatiul proiectiv quternionic P,(H) oricare
ar fi n.

Varietatea diferentiabila SO(n) poseda doua structuri spinoriale ce
se construiesc respectiv cu ajutorul fibrarilor principale de spatii totale:

¥, =50(n) x Spiny,
¥, = Spin, x Spiny/Z,,
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unde N = n(n—1)/2, iar Z, actioneazi pe Spin, x Spiny dupa formula
(g, h) = (—g,—h). Fibrarea reperelor special ortonormate a lui SO(n)
se identifici cu SO(n) x SO(N) fiind triviald. Avem deci urméatoarele
doud structuri spinoriale pe SO(n) :

£, &4 50(n) x SO(N), fi(a,9) = (a,p(g)),
£, B3 50(n) x SO(N), fa(g, ) = (p(g), p(h)).

Definitie. Fie M o varietate spinoriald n— dimensionali si

f:E = SOM) (8.11)

o structurd spinoriald a sa.

Fie W un Cl,—modul real si u : Spin, — SO(W) reprezentarea
indusd de morfismul de algebre Cl,, — Homg (W, W) ce face ca spatiul
vectorial real W sa fie Cl,—modul (se considerd spatiul vectorial real
W dotat cu produsul scalar cu proprietatea din Propozitia 3 din 3.2).

Fibrarea vectoriala S(M) asociata fibrarii principale

Y =X(M, Spin,), (8.12)
cu [ibra tip spatiul vectorial real W), pe care grupul Lic Spin,, actionea-
za prin intermediul reprezentarii induse

i : Spin, — SO(W), (8.13)

se numeste fibrare spinoriald reald a varietatii M. Scriem simbolic:

S(M) = (M, Spiny) x,, W, (8.14)

Analog, o fibrare spinoriald complerd a varietatii M este o fibrare
vectoriala asociatd [ibrarii principale ¥ = (M, Spin,) cu fibra tip
spatiul vectorial complex W, pe care grupul Spin, actioneaza prin in-
termediul reprezentarii complexe

w: Spin, —» GLc(W), (8.15)

data de restrictia la Spin, C Cl,, C Cl,(f a unei reprezentari y Cl,? -
Homg (W, W). Se scrie simbolic:

Sc(M) = £(M, Spin,) x, W. (8.16)

In cele ce urmeazi dim un exemplu de structurd spinoriald pe va-
rietateca M = R?, preluat din [6]. Fie P = P(M,SO(2)) fibrarea
reperelor ortonormate pozitiv orientate (adicd de aceeasi orientare cu
reperul canonic al lui R?). Fie {e,, es} baza canonicd a spatiului vec-
torial R?. Este imediat ca
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Spiny = {£[(cosp)1 — (sinp)eres] | p € [—m,7)},

iar reprezentarea p : Spin, — SO(2) este datd prin formula:

P(g) = 1_24,(¥)g = £[(cos @)1 + (sin p)ees] € Spiny,

unde 7_s, : R2— R? este rotatia de unghi (—2¢).

Fie acum varietatea diferentiabild ¥ = R? x S!, unde S! C R? este
cercul unitate. Definim o actiune a grupului Lie Spin, pe ¥ = R? x S!
astfel: oricare ar fi

z1 = (prcosay, prsina;) € R,
7 = (cosay, sinay) € ST,
g = —(cosp)l + (sinp)ejes € Sping,

avem

(21, 22)g =%/ (21, 2)
unde
21 = (prcos(a; — ), pysin(a; — p)),
25 = (cos(ag — ), sin(az — p)).

Rezultd ¥ = £(M, Spin,) fibrare principald de baza M, grup structural
Sping gl proiectia 7 : ¥ — M data de formula:

7(z1, 29) = (p1 cos(a; — aa), py sin{a; — ay)).

Cu notatiile anterioare, fie f : ¥ — P aplicatia datd de formula:

f(Zl,Zg) = (l"X)a

unde
xr = (prcos(a; — an), prsin(a, — ay)),

iar X = {f1, fo} este reperul din R? ce se obtine din reperul canonic
cu rotatia de unghi a; + a,. Se aratd imediat cad f : ¥ — P este o
structurd spinoriald pe M = R2.

Conexiuni spinoriale

Fie S = S(M) fibrarea spinoriald (8.14) asociatd fibrdrii principale
(8.12), unde (8.11) este o structurd spinoriald pe M. Fie CI(M) fi-
brarea Clifford a varietitii riemanniene, orientabile, n— dimensionale
date (M, g). Avem CI(M) = SO(M) Xso(m) Cln.
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Se remarca faptul ci fibra tip a fibririi vectoriale S(M) este spatiul
vectorial real W, in timp ce fibra tip a fibririi algebrice CI(M) este
algebra Clifford C!,,. Faptul ca W este Cl,, —modul implicd proprietatea
fibrei lui S = S(M) deasupra oricirui punct z € M de a fi spatiu de
reprezentare pentru Cl(g;) care este fibra deasupra lui z a lui CI(M).
Cu alte cuvinte, dacd 7s este proiectia fibrarii S, existd pentru orice
T € M un morfism de algebre:

Cl(g:) = Homg (75" (z), 75" (x))

indus de reprezentarea Cl, — Homg (W, W) ce face ca W sa fie Cl,,—
modul.

Fie acum w forma de conexiune a conexiunii Levi-Civita V a va-
rietatii riemanniene orientabile (M, g).

Se stie cad w este 1—forma de conexiune a unei conexiuni din fibrarea
principald SO(M) a reperelor special ortogonale a lui M. Ca urmare, ea
este definitd pe SO(M) cu valori in algebra Lie so(n). Daca {ey, ..., e, }
este baza canonicd a spatiului vectorial R*, atunci putem scrie:

w= —Zw}ei/\f,’.j, (8.17)
i<j
iar (w;-)i,]— este o matrice de 1— forme cu proprietatea wj = —w] oricare

arfii,j e {1,..,n}.
Forma de curburd € a conexiunii Levi-Civita V este o 2— forma
definita pe SO(M), cu valori in so(n). Ea se scrie sub [orma:

i ? - ) .
=Y QeAe;. (8.18)
1<)

Fie acum U o vecindtate de trivializare locald a fibrarii principale
SO(M) si {V1,...,V,} un camp ortonormat de repere definit local pe
U. Atunci 1—forma de conexiune w respectiv 2— forma de curburg €2 se
proiecteazd respectiv pe 1— forma wy si 2—forma €y, ambele definite
pe U cu valori in algebra Lie so(n), exprimate respectiv prin formulele:

wy = — Z 0’“ Jei Aej, (8.19)
L<_)
k
Z(Rguf)l A Yeq Aey, (8.20)
i<j
p<q

unde {8, ..., 6"} este camnpul de corepere dual campului de repere con-
siderat gi am notat, ca de obicei, oricare ar fi indicii Z, j, p,q € {1,...,n} :

ViV, =5V,
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Ryy,V, = R!

pisVa
Ry, Vo = Vi, ViV =V, ViiVp = Vi V.

Avem acum in vedere teorema 5, din cap. 4, formula (4.15). Cone-
xiunea Levi-Civita V a metricii g induce pe fibrarea principald ¥ =
¥(M, Spin,) o conexiune V' a céarei 1— formi de conexiune w' verifica
conditia:

W =p ' frw.
Fie (V' forma de curburd a conexiunii V'. Din (8.7) deducem, folosind
(8.17), respectiv (8.18):

1 :

UJI = -z Zw;eiej, (821)
2 1<y
1 .

V= —-3 Qee,. (8.22)
2 i<j

Deoarece intre fibririle principale ¥ = (M, Spin,,) si SO(M) existi
morfismul de fibrdri (8.11), putem alege deschisul U C M incdt el sa
fie vecinatate de trivializare locala pentru ambele fibriari. Formele w’
i (¥ se vor proiecta atunci pe 1— forma wy, respectiv 2— forma 2,
ambele definite pe U cu valori in algebra Lie spin,. Avem din (8.21),
(8.22) utilizand respectiv formulele (8.19), (8.20):

[ 1 ]
Wy =~ (L0 )ere;. (8.23)
1<y
k
1 - i
Q;, = ——; Z(Rfugl A HJ)C/CEL (824)
“ i
k<!t

Notand ca de obicei metrica varietatii M cu <, >, deducem:

1 , .
Oy =52 (< By Vi, Vi > 0" A 0)esey (8.25)
k<l
sau:
1

QI(/(H, ‘;) = ; Z < Rvivij, V[ > €erey, (8.26)

T

k<l

formuld de mare interes pentru ceea ce urmeazi.

Conexiunea V' a fibrarii principale ¥ = X(M, Spin,,), cu forma
de conexiune w', induce pe sectiunile fibrarii spinoriale S = S(M) o
derivare covariantd V¥, Vom spune ci V¥ este o coneriune spinoriald.
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Oricare ar fi sectiunea o€ I'(S(M)) si cdmpul de vectori X € X (M),
tinand cont de teoria generald expusa in 4.6, si in particular de formula
(4.36), avem:

(VXo)u = ouu(X) + p (wy(X))ou, (8.27)

unde am notat cu oy, (V50)y aplicatia indusi de sectiunea o, respectiv
V5o pe U, cu valori in fibra tip W.

Pe de altd parte, oricare ar i ¢ € I'(Cl(M)),o € T'(S) avem "mul-
tiplicarea Clifford”

(p,0) > po

ce provine din faptul ca oricare ar fi x € M avem p(zx) € Cl(g;),0(z) €
75 '(z) si m5'(z) este spatiu de reprezentare pentru algebra Clifford
Cl(gz)-

Avem acum:

Propozitia 4. Orice fibrare spinoriald este o fibrare Dirac.

Demonstrafie. Vom considera (M, g) o varietate Riemann, ori-
entabila ce poseda o structurd spinoriald (8.11). Fie S = S(M) o
fibrare spinoriald a lui M, datd prin formula (8.14). Vom arita ci
S(M) este o librare Dirac (pentru definitia fibrarii Dirac, vezi 6.1).

Fibra deasupra fiecirui punct z € M din fibrarea spinoriald S =
S(M) este un un Cl(g;)— modul izomorf cu fibra tip W ce posedd un
produs scalar care face ca (6.1) s fie verificat.

Oricare ar fi 0,01,04 € T'(S), p € T'(CI(M)) vom nota respectiv cu
oUW, 09, pu aplicatiile definite pe vecinatatea U cu valori in fibra
tip corespunzitoare, induse respectiv de sectiunile 0,01, g9, p. Oricare
ar i g € Spin,,, putem scrie:

w(g)u(p)o = [u(g)u(p)n(e™")]1(g)o] = .
= n(gpg™")1(g)o]. (8.28)

Aplicatia Ad : Cl} — Aut(Cl,), Ad(g) = gpg™', (V)p € Cl, este
reprezentarea adjunctd a grupului Lie Cl;; (al elementelor inversabile
din algebra Clifford Cl,). Pe de alta parte, oricare ar i ¢ € Spin,
elementul p(g) apartine grupului SO(n) gi avem

p(9)p = Adgy, (V)p € Cl,. (8.29)

Am notat p(g)yp rezultatul actiunii elementului p(g) € SO(n) asu-
pra lui ¢ € Cl,, actiune definitd in 5.1, cand am construit fibrarea
Cl(M). Egalitatea (8.29) se deduce astfel: dacd {ey,...,e,} este baza
canonicid din R™ fie elementul ¢ =e;,...e;, € Cl;,,1 < 1) < ... < iy <y
avem

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Structuri spinoriale

139

Adgp = gvg™' = (gei, 97 ') (gei,97") - (9es,97") =
= (p(9)ei,)(p(9)es,)--(p(9)es,) = p(g)¥.

Cum ¢ este combinatie liniard de elemente de forma lui v, se deduce
(8.29).

In formulele urmitoare, atentie la semnul ”.” care denoti " multi-
plicarea Clifford”.

Fie acum un drum diferentiabil ¢t € (—e¢,¢) — g(t) € Spin, cu
proprietatea g(0) = 1, £g(¢) |;=o= A. Din (8.28) deducem diferentiand:

1(A)(9.0) = [ (p. (A)p)]0 + 9.l (A)o]. (8.30)

Formula (6.2) se verifici. In adevir, aplicim formula (8.27) pentru
@.o si tinem cont de (8.30) precum si de formula Leibnitz care implica:

(¢.0):(X) = ¢.0.(X) + p.(X).0,
oricare ar fi X € X(M).
Formula (6.3) este de asemenea verificata.
Utilizand (8.27), obtinem:

< (Vim)u,azu >+ <ow, (V§U2)(/ >=
< owa(X), 000 > + < 0w, 00.(X) >= X <o, 00w >

deoarece avem:
< (wi (X))o, o2 > + < plwy (X))o, 0y >=0,

ca urmare a faptului ca p.(wy, (X)) € so(W). O
Fie R : T(S) — T(S) operatorul de curburi al conexiunii spinoriale
V¥, Avem deci, oricare ar i X,Y € X(M),o € I'(S) :

Ryyo ="/ (V3Vy - ViV5 - V[x v))o.

Avand in vedere (8.25), deducem formula locali:

Rﬁ.‘,}U = —%Z < Rv..vjV[,Vk > VkV[.U, (831)
k<l
oricare ar fi i,7 € {1,..,n},0 € T'(S), unde {V},...,V,,} este un camp
ortonormat de repere, definit local pe M.

Fibrarea spinoriala S = S(M) depinde de metrica datd pe vari-
etatea spinoriala de bazi M. Studiem in continuare formula de schim-
bare a derivatei covariante spinoriale V° la o schimbare conformi a
metricii varietitii M [18]. Presupunem ci g,§ sunt metrici Rieman-
niene pe varietatea spinoriala M, echivalente conform. Existd deci o
funcygie diferengiabild h definitd pe M, cu valori reale incat
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g = (exp 2h)g. (8.32)

Vom nota in continuare cu M, respectiv 1\7, varietatea M dotatd cu
metrica g, respectiv §. Remarcim ci oricare ar fi u = {e,...,e,} un
reper ortonormat din M,z € M, rezultd & = {e],...,e,} un reper
ortonormat din T; M unde €; = (exp(—h))ej, (V)j € {1,...,n}. Rezultd
aplicatia v : SO(M) — SO(M) definita prin formula ¥ (u) = @, (V)u €
SO(M). Lasam ca exercitiu verificarea afirmatiei ci aplicatia ¢ definita
mai sus este izomorfism de fibrdr principale.
Fie
f: X =%(M,Spin,) = SO(M)

respectiv

f: ¥ =5%(M,Spin,) - SO(M)

o structura spinoriald pe M respectiv M incat ¥, ¥ sunt varietdti topo-
logic_echivalente. Izomorfismul de fibrari principale ¢ : SO(M) —
SO(M), definit mai sus, induce izomorfismul de fibrari principale '

¥, — ¥ cu proprietatea ca diagrama:

U}I ~
p — E~
£l Ve
SO(M) — SO(M)
(%

este comutativa. Consideram acum un Cl,—modul W gi notdm cu pu
multiplicarea Clifford corespunzitoare. Atunci putem construi fibrarca
spinoriala S = S(M) = (M, Spin,,) X, W respectiv S = S(M) =
i(/\vl, Sping) X, W. Tzomorfismul de fibréri principale ¢ induce izome-
tria ¢, 1 S = 5.

Fibratele vectoriale tangente T M si TM coincid. Fie V,V respectiv
conexiunea Levi-Civita a metricii g, ¢. Oricare ar fi X,Y € X (M), se
deduce imediat formula:

VxY = VxY + (Xh)Y + (Yh)X — g(X,Y)grad(h), (8.33)

unde gradientul grad(h) este luat in raport cu metrica g.

Fie w,w respectiv 1- forma de conexiune a conexiunii V, V. Con-
sideram {ey, ..., e, }, {€1,...,en}, cAmpuri ortonormate de repere in ra-
port cu metrica g, respectiv g, definite pe deschisul U al varietatii M,
cu proprietatea ¢€;(x) = (e;(x)), (V)x € U. Formele Pfaff w,& sunt
definite pe U, respectiv prin formele Pfaff wy;, 0y, unde:
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1 - g(zeiaej))
oy = (@), ] = g(Vé;, &).

1

Oricare ar fi X € X(M) rezulta din (8.33):

Wy = (w{)ji, w!

G](X) = wl(X) + (eh)g(X, &;) — (esh)g(X, e:)- (8:34)
Formula (8.34) implica oricare ar fi & € I'(5),5 = ¢,(0),0 € T(S),
avand in vedere formulele (8.23), (8.27):

—VV;S;E = ¢ {Vxo + Al—l[grad(h)X — Xgrad(h)]o}. (8.35)

Deoarece

grad(h)X + Xgrad(h) = —2¢(grad(h), X),

deducein:

—z 1 1
Vi = .o {Vx - 5Xgrad(h) - 5g(gmd(h), X)}youy,'.  (8.36)

Operatorul Atiyah-Singer

Folosii notatiile anterioare, daca nu se fac alte preciziri.

Fie § = S(M) o fibrare spinoriald a varietitii spinoriale M. Vom
nota cu {ey,...,e,} un camp ortogonal de repere definit local pe vari-
etatea riemanniand M. Cum fibrarea S = S(M) este o fibrare Dirac,
putem considera operatorul Dirac corespunzitor D :I'(S) — I'(S), dat
prin formula:

n
Do = Zei.Vio, (V)o € T(S). (8.37)
i=1
Acest operator Dirac se numeste operatorul Atiyah-Singer. In anul
1963, Lichnerowicz a demonstrat [19] urmatoarea:
Teorema 5 (Formula lui Lichnerowicz). Fie M o varietate spino-
rald gt S = S(M) o fibrare spinoriald. Atunci are loc formula:
k

D? = V5'V 4+ Z (8.38)

k:M — R fiind funcfia curburd scalara.
n
k== < Reeei e >, (8.39)
i,y=1
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iar {ei, ...,en} un camp ortonormat de repere definit local pe M.
Demonstratie. Vom folosi formula lui Bochner (6.23) si expresiile
(6.22), (8.31. Trebuie demonstrat ci R = £. Avem succesiv:

= L n : . 5 = l n -3 p—
R = 2 z:i,j=1 e"'eJ'Reiej - 8 Zi,j,k,[:l < Reiejek)el > €;€;€ €. =
— 1 1
) Z[[g Ei,j,k(< Re.-e_,-eka e > + < Rejekeia € > +
dist

+ < Re,e;€j, €1 >)eiejex.+
Zi,j < Rel.ejei,e, > e;eje;. + Zi,j < Reie].ej,el > eiejei.]e[.

Identitatea lui Bianchi ne permite sa scriem acum:

1
R =721 < Ree,€ise0 > eje. =
1
=1(X i <Reeei,es>ejer+Y i < Reeei,e > eje+
j<l I >l 7
2y _
+Zi,j < Rel.ejei,e]‘ > 6]) =

(Z'it < Reejei 00 > eje. + Z'il < Ree€i, €5 > ejej.—
j

o | —

J
k
- Ei,j < Re,ejei,ej >) = Z'D

In finalul acestui paragraf, vom observa ca operatorul Atiyah Singer
este invariant la schimbarile conforme de metrica.

In adevar, in paragraful precedent am examinat modul in care se
schimba derivarea covariantd spinoriald si am dedus formnula (8.36).
Utilizand aceleagi notatii, si consideram D, respectiv D operatorul
Atiyah Singer al varietatii spinoriale M, respectiv M, cele doui va-
rietati riemanniene fiind presupuse conform echivalente, cu metricile
g, respectiv g, care verificd relatia (8.32). Se deduce atunci din (8.36)
(ormula:

— 1 -
D=y,0o{D+ E(n — 1)grad(h)} oy ". (8.40)
Se demonstreaza cd oricare ar i f € F(M),X € X(M),o € T'(S)

operatorul Atyiah-Singer D verifica formula:

D(fo) = fDo + gradf.o. (8.41)
Formula (8.41) implicd oricare ar fi « € R,h € F(M),0 € I'(S) :

D(exp(ah)o) = exp(ah)[Do + agrad(h)]o.

Ca urmare, notand ¥ = exp(—";lh)'z,bﬂ, avern:

VoDoV¥-! = exp((—";lh)wﬂ oDo exp(’—‘g—lh)'q’);‘ =
Y 0[D+ 3(n—1)grad(h)] o 1/);l =D.

Acest rezultat are consecinte importante. Una dintre ele este ca:

dimn ker D = dim ker D.
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Exemple

Pentru inceput, vom scrie operatorul Dirac pe spatiul hiperbolic H*,
dotat cu metrica Poincaré. In sistemul de coordonate:

z={(z,y) € R" |z = (21, ...,To1) € R"" !y > 0},

metrica hiperbolica g se exprima prin formula:

1 n—1
i=1
Consideram pe H” campul ortonormat de repere:

3} 0 .
{E\,...E._1, En} E(z)—ya E, (z)—yﬁ,(\?’)z_l,...,n—l.

Daca V este conexiunea Levi-Civita a metricii considerate, deducem
V)i, j €{1,..,n—1}

VE.-E]' = 6ijE1n VE.—E‘n = _o—ijEj
VE"Ei =0, VE"En = ().

Notand ca de obicei, Vg, E; = T} Ey, avem (V), 5,k € {1,..,n—1}:

), = —6;,T% =46,;,TE =0T =0,

17 in

I"J =0, =0, =0, =0.

nn mnmn

Fie acum S = S(H") o librare spinoriald §i o € T'(S) o sectiune arbi-
trard. Notim cu V¥ derivarea covariantd indusi de conexiunea Levi-
Civita a metricii (8.42). Atunci, utilizand formula (8.27) deducem ori-
care ar fi v € {1,...,n}:

V,;U—o,(E)+w(E)U—

=y + ;X0 115zk€ken o= LRIl dikenero = (8.43)
=yie +3 e,en '
S _
Vg, 0= yay

unde {ey, ..., e, } este baza canonica a lui R".
Din formula (8.43) deducemn expresia locald a operatorului Atiyah-
Singer pe H" :

Do =¥ e, Vso+enVE o=
n—1 do

i=1 fi: (Uax +; ezen o) + yen. 3y
Vom da acum expresia locald a operatorului Atiyah-Singer pe sfera
unitate S* din R™*!. Proiectia stereografici este un difeomorfism intre
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sfera unitate S™ fard polul Nord N gi R™. Mai mult, considerdm pe S™
metrica standard g, definit local pe S*\{IN} prin formula:

1 2 - 2

i=1

9=
Fie cAimpul ortonormat de repere {Ey, ..., E,,} definit pe S®\{N} prin:

Ei(z) =(1+ ||:r||2)5(z—l-, (V)i e {1,...,n}.

Un calcul simplu aratid ca, notind cu V conexiunea Levi-Civita a
metricii g, deducem:

(Ve E)(z) = 23 (@46 — 2,00 Ex ().

k=1

Avem atunci:
F:-cj = 2(.’likdij — .’L'_,'(Sik), (V)L,], k € {1, ey TL},

unde am notat, ca de obicei, Vg E; = Fijk.
Rezulta, folosind formula (8.27):

Vio=(1+]z ”2)8670 + ex.0, (V) € {1,...,n},

de unde:

o e~ Jo 1
Do = (1 K — — ——————T.0).
7= (L 2 I e = )

=1

O teorema de tip Bochner

Se numegte spinor orice sectiune o € I'(S). Se numeste spinor armonic
un spinor o care verifici ecuafia Do = 0.

Teorema 6 (A. Lichnerowicz). Fie M o varietate spinoriald, com-
pactd, cu curbura scalard k strict pozitiva g1 S = S(M) o fibrare
spinoriald. Atunci orice spinor armonic este nul.

Aceeast concluzie se pastreazd daca curbura scalard k este nenega-
tiva, dar ezistd un punct din M in care ea este strict pozitivd. [19]

Demonstragie. Fie 0 € T'(S) un spinor armonic. Formula (8.38) a

lui Lichnerowicz ne conduce la egalitatea:

. k
< V3V, 0 > +Z <o,0>=0,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Structuri spinoriale

145

sau, prin integrare pe varietatea compacta M :

. 1
(V¥0,V¥0) = 3 /M k<o,0>. (8.45)

In ipotezele in care ne-am situat, egalitatea (8.45) nu poate avea loc
decit dacd ambii sii membri sunt nuli, ceea ce conduce la:

Vo = 0,/ k<o0>=0. (8.46)
M

Deci spinorul armonic o este paralel, cum rezultd din prima relatie
(8.46). Rezultd atunci, utilizind proprietatea (6.3) a fibrarii Dirac
S=5(M):

X<o0,0>=2<V%,0>=0

oricare ar fi campul de vectori X € X(M). Ca urmare, < 0,0 >=
const.

Presupunem k > 0. Daca spinorul armonic ¢ ar fi nenul, ar rezulta
fa k < 0,0 >> 0, ceeace contrazice a doua relatie (8.46). Deci ¢ = 0.

Rezultatul se pastreaza daca scalarul de curbura k& > 0, dar existd
un punct xy € M cu proprietatea k(zy) > 0.0

Are loc:

Corolar 7. Fie M o varetate spinoriald, compactd cu cwrbura
scalard k nuld. Atunct orice spinor armonic este global paralel.

Valori proprii ale operatorului D

Daca varietatea Riemann spinoriala M este compactd, spectrul opera-
torului Atiyah-Singer D, contine numai valori proprii reale discrete de
ordin de multiplicitate finit [24], deoarece este eliptic gi formal autoad-

junct. Mai mult, dacd varietatea M este compacta, de dimensiune

pard, spectrul lui D este simetric cu zero.

Daca f € C*(M), atunci oricare ar fi o €I'(S) are loc egalitatea
(8.41), unde gradf = ¥, e;(f)e;. Are loc de asemenea formula (8.38)
a lui Lichnerowicz, unde k este curbura scalari a lui (M, g), iar AS
operatorul Bochner-Laplace al conexiunii spinoriale V¥ :

AS =V oV = =3 [VIVD + div(e) V]
i=1
Fie f € C®(M) o functie 5i V/ : T(S) — I'(TM ® S) derivarea covari-

antd metrica definitd pe S prin formula:

Vio=V50+ fXo0,(V)X € X(M),0 € T(S).
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Teorema 8. Formula (8.38) a lui Lichnerowicz se generalizeazd sub
forma [8] :

(D—fF:Af+ik+U—nN2 (8.47)

unde A/ este operatorul Bochner - Laplace ar derivirii covariante V.
Demonstrafie. Avem:

(D — f)?0 = D*0 — D(fo) — fDo + f20,(V)o € T(S),
sau, utilizand (8.41):
(D — f)?0 = D% - 2fDo - (gradf).c + f?o.

Formula (8.38) a lui Lichnerowicz implica:
1
(D - f)’0 =A% + Zko —2fDo — gradf.o + flo.
Aplicand formula (8.41), deducem:

Alg = ASo —2fDo — gradf.oc + nf%0.0

Din teorema 8, rezultad urmatorul corolar privind spectrul opera-
torului Dirac pe o varietate compacta:

Corolar 9. (8] Fie (M, g) o varietate Riemanniand compactd, de
dimensiune n, cu curbura scalard k > 0. Atunci:

i) cea mai micd valoare proprie pozitivd A, respectiv cea mai mare
valoare proprie negativd A_ a operatorului Dirac D satisfac inegalitalea:

1 { kon
Ay |> =y —
e [2 592

unde ky este manumul curburii scalare k.
it) Dacd %,/751‘2_’—‘1 sau -—%,/f’_’—‘l este valoare proprie pentru operatorul
Dirac D, 1ar o este spinorul propriv corespunzdtor, atunct o satisface

ecuafia diferenfiald:

1 [k
Vxo+ = ot Xo=0
2yn-1
respectiv:
1 kon
Vxo—= X.o=0,
XCTVa 177

orwcare ar fi X € X(M).

Demonstrajie. Presupunem cd A este valoare proprie a lui D, cu
proprietatea: A% < 415%"{, iar 0# 0 este un spinor propriu corespunzator
valorii proprii A.
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Din formula (8.47) si tinand cont de urmatoarea proprietate a ope-
ratorului Bochner- Laplace:

/ <Aoo > dM =/ | V3o |2 dM.
M M
rezultd prin integrare pe M, considerand f = % :

- 1o+

Daci A\? < %f{'—‘l, din (8.48) deducem o= 0, ceeace este fals, deci am
demonstrat afirmatia )

1—n

Ao+ | Vao [PldM (8.48)

Dacid A% = %%, rezultd ci V2o = 0, ceeace demonstreazi ).0

Fie (M, g) o varietate riemanniand, spinoriald, compacta, conexa,
de dimensiune n > 3. In [15], O. Hijazi a demonstrat ci dacd A este
valoare proprie a operatorului Dirac D, atunci

n n
>

A > R
~4(n-1)

- m kO:

unde 1, este prima valoare proprie a laplacianului scalar conform:

-1
DT Atk

L=4
n—2

Ecuatia twistor

Fie (M, g) o varietate Riemann, spinoriald, de dimensiune n. Vom uti-
liza notatiile anterioare.

Vom spune cd g€ T'(S) este un twistor-spinor dacd i numai daci
o satisface aga numita ecuafie twistor:

.1
Vio+=XDo=0 (8.49)
n

oricare ar fi X € X(M).
Are loc [4]
Teorema 10. Sunt echivalente urmdatoarele afirmafii:
i) o este tunstor-spinor;
it) oricare ar fi X, Y € X(M), are loc egalitatea:

X Vio+ X Vo = zg(X, Y)Do; (8.50)
n

i) X.V50 nu depinde de campul vectorial unitar X.
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Demonstrafie. Presupunand cd o€ I'(S), este twistor-spinor, vom
ardta cd are loc 7). Oricare ar fi X,Y € X(M), avem simultan:

Y.V50 + Ly X.Do =0

X.Vio+1XYDo = 0. (8:51)

Se stie cd XY + Y X = —2¢(X,Y)Ids, deci adunind membru cu
membru cele doua egalititi (8.51), obtinem (8.50), ceea ce probeazi
implicatia ¢) — 7).

Reciproc, ii) — ). In adevir, egalitatea (8.50) se scrie, dacd X =
Y:

X.Vio = lg(X, X)Do.
n
Multiplicind cu X, deducem (8.49), deoarece X? = —g(X, X).Ids.

Demonstram acum implicatia i) — izi). Pentru X camp vectorial
unitar, din ecuatia twistor (8.49), deducem prin multiplicare cu X :

X.V50 = lDa, (V)X € X(M),
n

deci 1) — w1).
Reciproc, i) — i). In adevar, sa consideram {ey,...,e,} un camp
ortonormal local de repere pe M. Din ipoteza it), deducem:

S S ot
1.V o=..=¢,.V,]o=""19.

Pe de alta parte, rezulta:
n .
Do = Zei.V‘;o = ny,
1=1
adica ¢ = %Do. Ca urmare, avein:
S 1
V.0 =—-—e.Do,(V)k € {1,..,n}. (8.52)
" n

Fie acum X = ¥ X*e¢, € X(M). Din (8.52), deducen:

n : 1
Y X*Vo=--XDo,
n

k=1

ceeace implicd ecuatia twistor (8.49).0
In continuare, vom da excmple de twistori-spinori.
Este util de amintit mai intai comportarea operatorului Dirac la o
transformare conforma a metricii.
Fie (M, g) varietatea riemanniand spin gi § = exp(2h)g, h € C>*(M)
o metrica conform echivalentd cu metrica g. Presupunem S, respectiv
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S fibrari spinoriale corespunzitoare varietitii Riemann (M, g) respec-
tiv (M,g). Observdm cd oricidrui camp de repere {ey,...,e,} definit
local pe M, ortonormat in raport cu metrica g ii corespunde campul
de repere {e€1,...,€,} ortonormat in raport cu metrica g, unde & =
exp(—h)es, (V)k € {1,...,n}. Aceastd observatie ne permite si identi-
ficim fibrarea spinoriald S cu fibrarea spinoriald S prin identificarea

» ”

~ " cu urmatoarele proprietati:
X =exp(—-h)X, (V)X € [(TM) (8.53)
X5=Xo,(V)X e (TM),0 € T(S) (8.54)

—

5 —~ 1 1
V‘%& =o"?V50 + EX.grad(exp(—h)).a + §X(exp(—h))5. (8.55)

Propozitia 11. Sectinea o€ I'(S) este twistor-spinor pe (M, g)
dacd §i numai dacd (exp %h)o € T'(S) este twistor-spinor pe (M, g).
Demonstrafie. Are loc egalitatea:

n+1
2

—~ - -1

DG = (exp — h)D(exp n h)o, (V)o € T'(S), (8.56)

unde D respectiv D reprezinti operatorul Dirac al lui S respectiv S.In

adevar, aceasta rezultd prin calcul din formulele (8.53), (8.54), (8.55).
Notam acum

C
Do = V3o + —X.Do
n

Cand metrica ¢ se schimba cu metrica ¢ se deduce:
= h -~
D:s = (exp —5)'1)(0‘1/40).D

Pentru a putea construi unele exemple, este utila:
Teorema 12. Fie o€ I'(S) un twistor-spinor. Se verificd atunci
egalitafile:
. n
D0 = —ko 8.57
4(n —1) (8:57)
n 1

2(n — 2)[2(n -1)

Demonstrafie. Alegem {e),...,e,} un camp ortogonal de repere,
normal in punctul z € M. Atunci avem aplicind V., ambilor membri
al ecuatiei (8.49), in care se ia X = e; gi sumand dupa i

V5 (Do) = kX — RicX].o. (8.58)

. 1
—A%0+ =D?% = 0.
n

Din formula (8.38) a lui Lichnerowicz, rezultd atunci (8.57).
Mai departe, din ecuatia twistor, considerand campul vectorial X
paralel, avem:
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VEVio+LX.VS (Do) =0 |
Vﬁvfjo +1e, V5 (Do) =0 ,(V)j € {1,..,n}.

Prin sciderea membru cu membru a celor doua egalititi, deducem:
1
R xo = ;[ej.Vi(Da) - X.V; (Do)] =0,

relatie din care prin inmultire cu e; §i sumare dupa indicele j, rezulta:

1 1 n .
B(RicX).o = -V%(Do) - Zer.V‘é’j(Da) = 0.
2 —

n
j

Avem insi egalitatea:
e; X = —Xe; — 2¢9(ej, X),

deci:

—

2
5(RicX).0 = =V§ (Do) + X.D?s + ;vi(Do).

Utilizdm (8.57) si deducem (8.58).0

Exemplu 1. Fie M = R", cu metrica euclidiana. Daci o este
un twistor-spinor pe R", atunci conform teoremei 12, formula (8.58),
rezulta V*(Do) = 0, deci Do = const. Notim Do = o, = const.
Integram ecuatia twistor (8.49), care se scrie acun:

1
Vf(O"}' ;X.O'[ :0,

de-a lungul segmentului {tz | 0 < ¢ < 1} si obtinem:

o(x) —o(0) = —%1‘01.

Deci, mulftmea twistor-spinorilor spafiulur euclidian R™ este:
1
{o € T(S) | ol(z) =0¢p — —x01,00,0, — const.}.
n

Exemplu 2. Fie sfera S™ dotatd cu metrica standard gy. Identi-
[icain prin proiectia stereograficd sfera S™, din care se scoate polul nord
N, cu spatul euclidian R™. Metricele gy si gr» sunt conform cchivalente,
anume:

4 -
go = Wgnu (809)

Din Propozitia 11 si din exemplul 1, rezultd ca singurii twistori-spinori
o pe S"\{N} sunt de forma:

Op + 1oy
(L T [P) 7
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Exemplu 3. Fie spatiul hiperbolic H?, realizat ca discul unitate
deschis din R", cu metrica:

4
g = ——————gRn. (8.61)
(1=l z |]?)?
Ca si in exemplul 2, rezultd ca singurii twistori-spinori ¢ pe H" sunt

de forma:
o9 + T0y

R I orc

0o, 01c0NSt.

Spinori Killing

Un camp de spinori o€ I'(S) se numeste spinor Killing cu numdrul
Kulling A €C daca si numai daci este satisficutd ecuatia [4]:

Vio =AX.0, (V)X € X(M). (8.62)

Iiste de observat ca orice spinor Killing o, cu numarul Killing A
satisface ecuatia:

Do = —nJo,

§i, ca urmare, este twistor-spinor deoarece satisface ecuatia (8.49).
Fie {e), ..., €5} un camp ortonormat de repere definit local pe vari-
etatea spinoriala M. Avem:

n , 1
> iRy, 0= —5RicX.o, (8.63)
=1 =

oricare ar fi ¢ € T(S), X € X(M). In adevir, din formula (8.31) de-
ducem:

n S 1 , —
Yo ei-fo.g,U =1 Zi,j,k < Rxeer, €1 > eepe.o =
LY ijk[< R Ry, e, e; Rx. e :
I Zz,g.k[< Xe €k, € > + < Fxe, €16 > + < Hxe €5, €k >]e,eke[.o+

dist.

—%[Ei,z < Rxeeie0 > e+ Zi,lc < Rxeer, € > €l.o

Identitatea Bianchi implicd atunci (8.63).

Existd o conditie fundamentald ce se impune varietitii Riemann
(M, g) pentru ca ea sa posede spinori Killing.

Teorema 13. Fie (M,g) o varietate Riemnn, conerd, ce admite
structurd spinoriald. Dacd existd o€ T['(S) un spinor Killing nenul
cu numdrul Killing A, atunci (M, g) este spafiu Finstein cu curbura
scalard k = 4n(n — 1)\
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Demonstratie. Oricare ar fi X,Y € X(M),0 € I'(S) avem:
Rxyo = VxVyo — Vi V50 — Vi y0,
ceea ce implicd, deoarece o este spinor Killing:
Ry, 0 =2 (YX - XY).0 =223(YX +g(X,Y)).0.

Rezulta din (8.63) ca:
(RicX).o = —2) €, R3¢0 =4X°(n - 1)X 0.
i=1

Cum o# 0, deducem:
RicX =4 *(n - 1)X,

deci (M, g) este spatiu Einstein cu curbura scalard k = 4\*n(n — 1).

Este important de observat ca:

1) curbura scalard k este strict pozitivd dacd st numat dacd A este
numdr real, nenul;

it) curbura scalard k este strict negativd dacd st numai dacd A este
numdr pur tmaginar, nenul;

1) curbura scalard k este nuld dacd gi numai dacd A este nul.

Vom spune cd spinorul Killing o nenul ce corespunde lui A € C,
este spinor Killing real dacd A € R\ {0} si este spinor Killing irmaginar
daca X € iR\{0}.

Ca urmare, se reliefeazd un aspect topologic important:

Teorema 14. Fie (M, g) o varietate spin, compleld, conerd, cu un
spinor Killing, nenul.

t) Daca o este real, atunci (M, g) este spafiu Finstein, compact, cu
curbura scalard pozitivd.

it) Dacd o este imaginar, atunci (M, g) este spaliu Einstein, necom-
pact, cu curbura scalard negativd.

Demonstrafie. Fie o spinor Killing nenul, real. Atunci, din teorema
13 rezultd ca (M, g) este spatiu Einstein, cu curbura scalard pozitiva
sl teorema lui Myers [17] ne asigurd cd varietatea M este compactd .

Fie acum o spinor Killing nenul, imaginar, ce corespunde lui i\, A €
R\ {0}. Atunci avemn egalitatea:

2 21412
D’ = —n*Ao
Presupunem ca varietatea M este compactd. Integrand avem:

0< [y <Do,Do >dM = [, < D?s,0 > dM =
= -n®A\[,, < 0,0 >dM <0,
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ceea ce implicd o = 0, care este fals.O

Observam ca spinorii Killing reali, nenuli sunt definiti numai pe va-
rietati compacte cu curbura scalard k > 0, adica exact pe acele varietati
compacte care admit valorile proprii limita pentru operatorul Dirac D.
Deducem ci o € I'(S) este spinor propriu al operatorului Dirac D,
corespunzitor uneia dintre valorile proprii limitd, anume -21-,/71(—:"_7) sau

_1 3 o - n o . PR .
2,/4’—"("_1), dacd §i numai dacd o este spinor Killing nenul ce cores

punde respectiv numerelor Killing —%,/aﬁﬂ si %,/ﬁ:, unde kg

minimul curburii scalare k.

Mai mult, se aratd [4] ci in cazul compact tofi twistor-spinorii pot
fi obtinuti din spinorii Killing printr-o deformare conforma a metricii.

Daca (M, g) este varietate spin conexd ce admite un spinor Killing,
nenul, corespunzator numarului Killing nenul A € C, atunci se demons-
treazd ca (M, g) este local ireductibild. Dacd (M, g) este local sime-
tricd sau dimensiuneca sa este cel mult 4, atunci (M, g) este spatiu cu
curbura sectionald constantd 4A?.

Exemplu 4. Fie sfera 5™ cu metrica sa standard g, data prin
formula (8.59), ca in exemplul 2 din &8.8.

Am vizut in exemplul citat cd twistor-spinorii pe S™\{ N} sunt dati
prin formula (8.60). Din formula (8.55) rezultd derivata spinoriald a
twistor-spinorului ¢ :

P 1 1

S =~ —
20 = = —=——==—¢;.2.0, + 0,), (¥)op, 01 — const. (8.64)
T2 iz

Presupunem acum ci ¢ este spinor Killing pe S*\{ NV}, deci:

. 1
Voo = £56,.0. (8.65)

Din (8.64), (8.65), deducem:
+ (0 + x.01) = 2.00 + 01, (V)z € R™. (8.66)

Deoarece pentru z = 0, din (8.66) deducem oy = +o/, rezultd ca pe
S™\{N} orice spinor Killing & este de forma:

(1+z).0¢

a(x) =
1+ |22

,0¢ = const. (8.67)
i corespunde numarului Killing i%.

Exemplu 5. Fie spatiul hiperbolic H?, realizat ca discul unitate
deschis din R", cu metrica ¢ datd prin formula (8.61) ca in exemplul 3
din &8.8. Ca si in exemplul 4 de mai sus, obtinem ca spinorii Killing
o pe H", corespunzatori numerelor Killing i%i se scriu sub forma:

- (1 £ix).09
G(z) = —mmnt %0
RN

,0p = const. (8.68)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



[1]

3]

(4]

[6]

[7]

8]

[0l

10)

[11]

BIBLIOGRATFTIE

J. F. Adams, Lectures on Lie groups, Benjamin-Addison Wesley,
1969.

J. F. Adams, Vector fields on spheres, Annals of Math., 75, 3,
1962.

M. F. Atiyah, R. Bott, A. Shapiro, Clifford modules, Topology, 3,
3 - 38, 1964.

Helga Baum, Th. Friedrich, R. Grunewald, Ines Kath, Twistors
and Killing Spinors on Riemannian Manifolds, Teubner Texte zur
Mathematik, 124, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart,
Leipzig, 1991.

A. L. Besse, Finstein Manifolds, Springer Verlag, Berlin, Heidel-
berg, 1987.

Irina Calinov, Prolongement des structures spinorielles sur la
vartélé des jets, Ann. Inst. Henri Poincaré, 61, 1, 63 - 73, 1994.

R. Courant, Dirichlet principle, conformal mapping and minimal
surfaces, Interscience, 1950.

Th. Friedrich, Dirac operators in Riemannian geometry, Graduate
Studies in Mathematics, vol. 25, American Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 2000.

S. Gallot, D. Meyer, Operateur de courbure et Laplacien des formes
differentialles d’une variété riemannienne, J. Math. Pures et Appl.
54, 975, 285-304.

Gh. Gheorghiev, V. Oproiu, Varietafr diferentiabile finit st infinit
dimmensionale, Editura Academiei, Bucuresti, 1976 (vol. I), 1979
(vol. II).

J. E. Gilbert, Margaret A.M. Murray, Clifford algebras and Dirac
operators in harmonic enalysis, Cambridge University Press, Cam-
bridge, New York, Port Chester, Melbourne, Sydney, 1991.

155

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



156

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

21]

[23]
[24]

[25)

BIBLIOGRAPHY

M. Gromov, H.B. Lawson, The classification of simply connected
manifolds of positive scalar curvature, Ann. of Math, 111, 423 -
434, 1980.

M. Gromov, J. Lafontaine, P. Pansu, Structures Métriques pour
les Variétés Riemanniennes, Cedic-Fernand Nathan, Paris, 1981.

R. Grunewald, Siz dimensional Riemannia manifolds with a real
Killing spinor, Ann. Global Anal. Geom. 8, 1, 43-59, 1990.

O. Hijazi, A conformal lower bound for the smallest eigenvalue of
the Dirac operator and Killing spinors, Comm. Math. Phys. 104,
151 - 162, 1986.

S. lanus, Geometrie diferenfiald cu aplicafii in teoria relativitatii,
Editura Academiei, Bucuresti, 1983.

S. Kobayashy, K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry,
I, I, Interscence Publishers, New York, London, 1963, 1969.

H. B. Lawson, Jr., M.L. Michelsohn, Spin Geometry, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1987.

A. Lichnerowicz, Spineurs harmoniques, C.R. Acad. Sci. Paris,
257, 7 -9, 1963.

J. Milnor, Spin structures on manifolds, L’Enseignement Math. 9,
198 - 203, 1963.

J. Milnor, J. D. Stasheff, Characteristic Classes, Ann. of Nath.
Studies 76, Princeton University Press, Princeton, 1974.

D. Meyer, Sur les variétés riemanniennes a opérateur de courbure
positif, C. R. Acad. Sci. Paris, Série A-B, 272, 482-485, 1971.

L. Nicolescu, Grupuri Lie, Ed. Universitatii, 1994.

R. S. Palais, Seminar on the Atiyah-Singer Index Theorem, Prince-
ton, 1965.

[. Popovici, Adriana Turtoi, Generalized spinor structure, Pro-
ceedings of the Conference on Clifford Algebra, its Generalizations
and Applications (30 Tanuary -1st February 1972), Matscience,
The Institut of Mathematical Sciences, Madras, 97 - 112.

[. Popovici, Adriana Turtoi, Prolongement des structures spino-
rielles, Ann. Inst. H. Poincaré, 20, 1, 21 - 39, 1974.

C. Teleman, Mihaela Teleman, Elemente de teoria grupurilor cu
aplicatii in topologie si fizicd, Editura Stiintificd, Bucuresti, 1973,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOGRAPHY

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

157

Adriana Turtoi, Prelungirea structurilor spinoriale ale unei va-
rietaft de dimensiune impard, St. Cerc. Mat., 25, 5, 773 - 783,
1973.

Adriana Turtoi, Modele geometrice ale teoriei relativitafii. Prelun-
girea structurilor spinoriale (Rezumatul tezei de doctorat), Cen-
trul de multiplicare al Universitatii din Bucuresti, Bucuregti, 1972.

Adriana Turtoi, Aplicafii ale algebrer g1 geometriei in teoria spino-
rilor, Editura Tehnica, Bucuresti, 1989.

Gh. Vrinceanu, Th. Hangan, C. Teleman, Geomelrie elementara
din punct de vedere modern, Editura Tehnici, Bucuresti, 1967.

K. Yano, S. Bochner, Curvature and Betti Numbers, Ann. of Math
Studies, 32, Princeton University Press, 1953.

K. Yano, On harmonic and Killing vector fields, Ann. of Math.
55, 38 - 45, 1952.

H. Wu, The Bochner technique in Riemannian Geometry, Mathe-
matical Reports, 38 - 45, 4, 289 - 539, 1988.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CUPRINS

Cuvant inainte 3

Capitolul 1. Teoreme Bochner pe spatii Rieman d

1. Consideratii generale 5

2. Formule Weitzenhock 12
3. Rezultate de tip Bochner 18
Capitolul 2. Teoreme Bochner pe spatii Kahler 27
1. Consideratii generale 27
2. Varietati aproape complexe 31
3. Varietdti hermitiene i kiahleriene 39
4. Operatorii 0,0.0°.9" 12
5. Alte rezultate detip Bochner 50
Capitolul 3. Algebre Clifford 59
. Generalitagi 59
2. Grupurile Pin si Spin 67
3. Reprezentdri liniare 69
1. Cl,,-module. Proprietati 3

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



VERIFICAT
2017

Capitolul 4. Fibrdri
1. Fibrari principale
2. Conexiuni pe fibrari principale

3. Fibriri asociate
4.Studiul sectiunilor unei fibrari vectoriale

5. Derivarca covariantd a sectiunilor

Capitolul 5. Fibrarea Clifford
1. Definitie. Sectiuni

2. Derivarea covariantd in Cl(M)
3.Structura riemanniand

Capitolul 6. Operatorul Dirac
1. Fibrari Dirac
2. Identitatea Bochner

Capitolul 7. Teoreme Bochner
1. Operatorul Dirac pe fibrarea Clifford
2. Rezultate pe fibrarea Clifford

Capitolul 8. Structuri spinoriale
Preliminarii

Definitia structurii spinoriale
Conexiuni spinoriale

Operatorul Atiyah- Singer
Exemple

O teoremi de tip Bochner

Valori proprii ale operatorului D
Ecuatia twistor

Spinori Killing

R ol

© o

Bibliografie

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

.79
79
84
89
90
93

97
97
100
102

109
109
116

119

119

123

129
129
132
135
141
143
144
145
147
151



DATA )
RESTITUIRI -

L2 HN-266]

B 73 MR 207

a8

BIBLIOTECA CENTRALA
GNIVERT TARA | CAROL &'

OE SPTRITU ET ANIMA

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro 5;( C C u {'



ISBN 973-575-629-3 Lei 57000

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



	!00000001
	!00000002
	!00000002_i0000
	0000
	0001
	0002
	0003
	0004
	0005
	0006
	0007
	0008
	0009
	0010
	0011
	0012
	0013
	0014
	0015
	0016
	0017
	0018
	0019
	0020
	0021
	0022
	0023
	0024
	0025
	0026
	0027
	0028
	0029
	0030
	0031
	0032
	0033
	0034
	0035
	0036
	0037
	0038
	0039
	0040
	0041
	0042
	0043
	0044
	0045
	0046
	0047
	0048
	0049
	0050
	0051
	0052
	0053
	0054
	0055
	0056
	0057
	0058
	0059
	0060
	0061
	0062
	0063
	0064
	0065
	0066
	0067
	0068
	0069
	0070
	0071
	0072
	0073
	0074
	0075
	0076
	0077
	0078
	0079
	0080
	0081
	0082
	0083
	0084
	0085
	0086
	0087
	0088
	0089
	0090
	0091
	0092
	0093
	0094
	0095
	0096
	0097
	0098
	0099
	0100
	0101
	0102
	0103
	0104
	0105
	0106
	0107
	0108
	0109
	0110
	0111
	0112
	0113
	0114
	0115
	0116
	0117
	0118
	0119
	0120
	0121
	0122
	0123
	0124
	0125
	0126
	0127
	0128
	0129
	0130
	0131
	0132
	0133
	0134
	0135
	0136
	0137
	0138
	0139
	0140
	0141
	0142
	0143
	0144
	0145
	0146
	0147
	0148
	0149
	0150
	0151
	0152
	0153
	0154
	0155
	0156
	0157
	0158
	0158_i0000
	0159



